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Capitolo 1

Spazi Affini

Definizione 1.1. Sia V = V(K) uno spazio vettoriale sul campo K e sia </ un

msieme non vuoto i cui elementi sono detti punti. Sia

{ g X o — Vv

a: .

(P,Q) +— a(P,Q)=: PQ

una funzione. La terna [of,V(K),a] si definisce spazio affine associato allo

spazio vettoriale V , in simboli A(</, V'), se valgono i sequenti assiomi:
(SA1) YVPed, YVoeV NQed : PO=v;
(SA2) ¥ P,Q,Re o/ : PO+ QR = PR.

Se lo spazio vettoriale V' ha dimensione n < oo, diremo che A(</,V) ha
dimensione n e scriveremo A, (<7, V). Per n = 1 abbiamo che A, (<7, V) ¢ la retta
affine; per n = 2 lo spazio Ay(«7, V) ¢ il piano affine.

Se K = R ¢ il campo reale, parleremo di spazio affine reale; se K = C,

parleremo di spazio affine complesso.

Esempio 1.2. La retta, il piano e lo spazio ordinari sono, rispettivamente, una
retta affine reale, un piano affine reale e uno spazio affine tridimensionale reale

associati agli spazi vettoriali 2 e 3 dimensionale dei vettori geometrici.

Esempio 1.3. Ogni spazio vettoriale V- = V(K) si puo considerare come spazio
affine su se stesso A(V, V).

Infatt l’applicazione

I

{VxV—> 14

(v,w) — v—w
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soddisfa gli assiomi (SA1) e (SA2), quindi [V,V (K), =] é uno spazio affine. Pro-

viamolo:

e VpwvelV, postoq:=p+wv, si ha q—p = v e tale q & univocamente

determinato, per cui vale (SA1).
eVpgqgreV :r—p=(r—q)+(q—p), per cui ¢ soddisfatto (SA2).

In particolare, se consideriamo V(K) = K", lo spazio affine A(K",K") =: A, (K)

viene detto lo spazio affine numerico di dimensione n sul campo K.

Osservazione 1.4. Se nello spazio affine A(<Z, V') si fissa un punto O € o, viene

g — V
@Yo - —
P — OP

definita la funzione

che, per lassioma (SA1) é una bijezione.

Vediamo le prime proprieta di A(<7, V).
Proposizione 1.5. Valgono i sequenti fatti:
(a) per ogni X € &7 si ha XX= 0;
(b) per ogni P,Q) € </ si ha che P_Q: 0<— P=0Q;
(¢) per ogni P,Q € o/ si ha Cﬁ: — P?);
(d) (Regola del parallelogrammo) per ogni Py, Ps,Q1,Q2 € < si ha

PPy = 1Q: = PQ1 = Q.

Dimostrazione.

(a) Sia X € 7. Siapplica (SA2)per P=0Q = R =X, percuiX—);' + X—j(:X—);',
dunque )5(: 0.

(b) Segue dal punto (a) e dall’assioma (SA1).
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(c) Siano P,Q € /. Per (SA2) 122 + &D:ﬁ: 0, dunque Cﬁ: — P_Q
(d) Siano Py, Ps, @1, Q2 € <7, applicando (SA2) si ha

PiO1=P Py + PoQ1=0Q1Q2 + P,Q1=P>()2 se e solo se PiPa=0(Q10Q> .

Osservazione 1.6. Il punto (c¢) della precedente proposizione implica immedia-
tamente che nell’assioma (SA1) é possibile scambiare il ruolo dei punti P e Q;
infatti per (SA1) VQ € o/, Vv eV I P e tale che Cﬁ;: —v, ovvero tale
che P—Q): v

1 Traslazioni

In uno spazio affine A(«/,V) = [&/,V(K),a] fissiamo un vettore v € V. Per
(SA1), per ogni punto P € & esiste uno ed un solo punto @) € < tale che P_Cé: v.

Risulta pertanto definita I'applicazione

ﬂ S % —
Ty : , con PQ=w.
P —

Tale applicazione é detta traslazione di vettore v.

Osservazione 1.7. Se v = 0, allora risulta ¢ = Id,.
Proposizione 1.8. Valgono le sequenti proprieta:
(a) per ogni v € V(K), Uapplicazione T, & una bijezione di < ;

(b) fissati due punti P,QQ € <7, esiste una e una sola traslazione T, tale che

To(P) = Q;

(c) Uinsieme T delle traslazioni costituisce un gruppo abeliano (T ,0) rispetto

alla composizione ‘o’ di funzioni, isomorfo a (V,+), con

. -1 _ _ _ _
Vo,weV @ (Ty) =Ty, ToOTw = Totw = Twiv = Tw © To.
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Dimostrazione.
(a) Segue dall’Osservazione (1.6).

(b) Basta porre v le?).

(c) Per quanto visto, se v =PQ allora QP=—v ¢ T—0T— =7T— =T— .
QR 'PQ  'PR 'PQ+QR

]

1.1 Traslazioni nello spazio affine standard A(V,V)

Se nello spazio affine A(V,V) = [V,V(K),—] fissiamo un vettore v € V, la

traslazione 7, assumera la forma:

{V—> |4
To '

r — x4+

Notiamo che le traslazioni risultano essere bijezioni dell’insieme V' dei vettori su se
stesso, ma non sono automorfismi dello spazio vettoriale V (K), infatti le traslazioni

diverse dall’identita non fissano 0.

2 Sottospazi affini

Definizione 1.9. In A(«7,V) si dice sottospazio affine (o lineare) un insie-
me S C o costituito da tutti e soli i traslati di un punto P, detto origine del

sottospazio, mediante 1 vettori di un sottospazio vettoriale W di V. In simboli
S:={mw(P) : weW}=my(P)={Q e : fTQG W} =:[P,W].

Se Wy, & un sottospazio vettoriale di V' di dimensione h, diremo che S, = [P, W]

¢ un sottospazio affine di dimensione h.

Osservazione 1.10. Sia S = [P,W] un sottospazio affine. Poiché 0 € W e

70 = Id,, Uorigine P appartiene ad S.

Consideriamo Sj, = [P, W] e vediamo alcuni casi particolari.
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e Se h =0, allora Wy = 0. Risulta Sy = {P}, cio¢ i punti sono identificabili

con i sottospazi affini di dimensione 0.

Se h = 1 abbiamo le rette, sottospazi affini di dimensione 1.

Se h = 2 abbiamo i piani, sottospazi affini di dimensione 2.

Se h = n — 1 abbiamo gli iperpiani, sottospazi affini di dimensione n — 1.

Se A = A, (o7, V) allora S, = [P,V,(K)] = <, cio¢ un sottospazio affine n-

dimensionale coincide con l'intero spazio.

Proposizione 1.11. Valgono le sequenti proprieta:
(a) dato S = [P,W], per ogni X € S si ha S = [X, W];
(b) dati S = [P,W] e S =[Q,W'] si ha

(i) SCS <= SNS" 40 eW <W/;

(i) se S C S allora S =85 < W =W".

Nel caso S = S, = [P,W,] e §" = Sy = [Q,Wy], la (ii) si puo rifor-
mulare come seque: se S, C Sy allora S, = Sy <= h = k e quindi

S, C S < h<k.

Dimostrazione. (a) Sia X € S, allora ]S(E W.Siha@Qe€eS < P_QE W. Ma
PZ?zP?%+)?C>. PercuiP—QGW <:>X—C>2€W — Qe [X,W]. O

2.1 Sottospazi affini nello spazio affine standard A(V,V)

In A(V, V), fissato un vettore v e un sottospazio W di V, risulta:
o, W]l=mw()={v+w : weW}=r1,(W).

Cioe i sottospazi affini sono i traslati dei sottospazi vettoriali attraverso vettori

velV.
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2.2 Parallelismo tra sottospazi

Definizione 1.12. Due sottospazi affini S = [P,W] e S = [Q,W'] si dicono
paralleli quando W < W' oppure W' < W, nel qual caso si scrive S || S oppure
S"|IS.

Osservazione 1.13. Sottospazi paralleli hanno intersezione vuota oppure 'uno &
contenuto nell’altro.

Infatti, nelle notazioni della Definizione precedente, sia S || S’, con W < W'. Ne
seque che se SNS" # O allora S C S’ per la proprieta (b) della Proposizione (1.11).

Osservazione 1.14. Sottospazi paralleli della stessa dimensione o sono disgiunti
o coincidono.
Siano cioe S, = [P,Wy] e S), = [Q,W]] due sottospazi di dimensione h. In tal
caso risulta:

Sh || S = Wy, = Wy,
dunque se S, NS}, # 0 allora Sy, = 5},

Quindi sottospazi affini della stessa dimensione sono paralleli se e solo se sono

generati dallo stesso sottospazio vettoriale.
Dall’Osservazione precedente segue la

Proposizione 1.15 (Generalizzazione del V' Postulato di Euclide). Per
ogni sottospazio Sy, = [P, W}] e per ogni punto Q) € < esiste uno e un solo S}, tale

che Q@ €5 e Sy || Sh.
Dimostrazione. Basta porre S; = [Q, W,,]. n

Indichiamo con .#}, l'insieme di tutti i sottospazi affini di dimensione h. La
relazione di parallelismo || in ., ¢ riflessiva, simmetrica e transitiva, dunque di
equivalenza.

Consideriamo I'insieme quoziente .77, /. Questo si puo identificare con I'insieme

dei sottospazi vettoriali h-dimensionali di V' (K).

e Per h = 1 si ottiene l'insieme . di tutte le rette di A(«Z,V). Il quo-

ziente .1 /| ¢ l'insieme delle classi di parallelismo delle rette, cioé I'insieme
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delle direzioni di A(«7,V), ciascuna delle quali si puo identificare con un

sottospazio vettoriale di V' (K) di dimensione 1.

e Per h = 2 si ottiene 'insieme .% di tutti i piani di A(</, V). Il quoziente
/| ¢ linsieme delle classi di parallelismo dei piani, cio¢ I'insieme delle
giaciture di A(/, V), ciascuna identificabile con un sottospazio vettoriale
di V(K) di dimensione 2.

Proposizione 1.16. Sia S = [P,W] un sottospazio affine di A(</,V) e sia T,
una traslazione. Allora 7,(S) & un sottospazio affine parallelo ad S e, se S = Sy,

allora anche T,(S) ha dimensione h.

Dimostrazione.

7—"’<S) = T’U({Tw(P) Twe W}) = {Tv OTw(P) S w E W} 1'8(6)

={Tw o To(P) : w €W} ={7p(1u(P)) : we W} =[r(P),W].

In conclusione si ha

([P, W]) = [7(P), W].

2.3 Azione delle traslazioni sui sottospazi nello spazio affine
standard A(V,V)

La Proposizione precedente afferma che le traslazioni, in ogni spazio affine, mu-
tano sottospazi affini in sottospazi affini paralleli e della stessa dimensione (se
questa é finita). In particolare, in A(V, V') possiamo dire che le traslazioni mutano

sottospazi vettoriali di V' (K) in sottospazi affini.

2.4 Proprieta delle rette di A, (<7, V), n > 1

Definizione 1.17. In A,(<7,V) due rette si dicono incidenti se hanno esatta-

mente un punto in comune.

Definizione 1.18. In A, (<7,V) conn > 2, due rette si dicono sghembe se non

esiste alcun piano che le contiene entrambe.
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Proposizione 1.19. In A, (<7, V), valgono le sequenti proprieta:

(a)
(b)

(¢)
(d)

(f)
(9)
(h)

per due punti distinti P, passa una e una sola retta;

due rette parallele sono sempre complanari (esiste cioé un piano che le con-

tiene entrambe);
per un punto P passa una e una sola retta parallela a una retta data;
due rette incidenti sono complanari;

per n =2, cioé in un piano affine, date due rette r ed s si hanno le sequenti

possibilita:
e rNs=0, quindir| s;
e rNs=r=s, quindi T || s;

e rNs={P}, un punto, quindir ed s sono incidenti;
sen > 2 esistono rette sghembe;
rette sghembe giacciono su piani paralleli;

sen > 2 per una retta passano almeno due piani distinti.

Dimostrazione.

(a)

Siano P, Q) € o con P # ). Allora v = PQ # 0. Sia W; = <v>. La retta
[P, W] contiene sia l'origine P sia Q) = 7,(P).
Dimostriamo 'unicita. Supponiamo che [P, W/] sia un’altra retta contenente

P e Q. Allora P_QE W1, quindi Wy = W{, per cui [P, W;] = [P, W]].

Per la proprieta (a), se |[r Ns| > 2, allora r = s. Quindi le possibilita per
rN's sono quelle elencate. Resta da dimostrare che se rN's = () allora r || s.
Supponiamo che r |f s e proviamo che r ed s hanno necessariamente un punto
In comune.

Siano r = [P, <v>]ed s =[Q, <w> |, con w ¢<v>.

Allora <v,w> = Wy = V4(K) (perché siamo in un piano affine). Anche



2. SOTTOSPAZI AFFINI 17

il vettore u =PQ sta in V5(K), per cui esistono «a e  appartenenti a K tali

che u = av + fw e dunque
X er, Yes :I%zﬁ(—i—@f

con ]S)(: Qv e Ci}: Sw. Cioe

—

3X €rte. IV €s QX = — XQ= —(XP + PQ) = PX —(PX + QY) =
= —&E<’w>:> dX e rns.

(f) Sia P € /. Poiché la dimensione n > 3, esistono 3 vettori linearmente indi-
pendenti, siano essi u, v, w € V,,(K). Sia Q = 7,(P) e siano r = [P, <v> |
ed s = [Q, <w> |. Verifichiamo che r ed s sono sghembe.

Supponiamo per assurdo che esista un piano « tale che r, s C o con a = [P, Wj].
Poiché @ € «, si ha u :P_Cb e Ws.
Si ha

rCa — velW, e sCa — weW,.

Quindi u, v, w € Wy, il che é assurdo.

(g) Nelle notazioni del punto (f) si ha

rC [P, <v,w> ]| [Q, <v,w>]Ds.

2.5 Rette e piani in A, (&7, V), n > 2

Definizione 1.20. In A, (<7, V), per n > 2, una retta ed un piano si dicono

incidentt se hanno un punto in comune.
La successiva Proposizione assicura che allora tale punto ¢ unico:

Proposizione 1.21. In A, (<7, V), valgono le sequenti proprieta:
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(a) se una retta non & contenuta in un piano, allora ha al pit un punto in comune

con esso, equivalentemente

(a’) se una retta ha due punti in comune con un piano, essa giace interamente

nel piano;
(b) se n =3, dati una retta r e un piano «, si hanno le sequenti possibilita:

e anNr=>0, quindi o || r;
e anNr=rCa, quindi o || r;

e anr={P}, un punto, quindi o e r sono incidenti;
Dimostrazione.

(a) Siano r una retta e o un piano tali che r € «. Sia P € r N «; allora
r =[P, <wv>]eda=[P,W,. Se esistesse un ulteriore punto Q) € r N a,
avremmoP?)G<v>,dacui<v>:<f?Q>eP?2€W2.

Quindi < v > = < ]i) > C Ws, da cui seguirebbe per (b) di (1.11), che

r C «, contro I'ipotesi.

(b) La dimostrazione ¢é lasciata per esercizio.

2.6 Proprieta dei piani di A, (&7, V), n > 2

Definizione 1.22. In A, (<7, V) due piani si dicono incidenti se hanno almeno

un punto in comune.

In generale, due piani incidenti possono avere esattamente un punto in comu-

ne, oppure un’intera retta, per la Proposizione (1.21).
Proposizione 1.23. In A, (<7, V), valgono le sequenti proprieta:

(a) per tre punti non allineati passa uno e un solo piano;
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(b) per una retta e un punto esterno ad essa passa uno e un solo piano;

(¢) per un punto passa uno e un solo piano parallelo a un piano dato;

(d) per n =3, cioé nello spazio affine tridimensionale, due piani distinti aventi

un punto in comune hanno una retta in comune (passante per quel punto);

(e) per n = 3, cioé nello spazio affine tridimensionale, dati due piani o e 3 si

hanno le sequenti possibilita:
e aNpB =0, quindi a || 3;
e aNf=a=70, quindi o | B;

e anNpf={r}, una retta, quindi o e 3 sono incidenti;

Dimostrazione.

(a)

Siano P, (@, R tre punti non allineati. Allora i vettori PQQ e PR sono linear-
mente indipendenti. Sia dunque Wy = < ]i), ]?R >. Allora o = [P, W] &

un piano che contiene P, Q), R.

Siano « e (3 due piani distinti di Asz(7,V) e sia P € anf. Allora P puo
essere scelto come origine sia di « sia di 3, cio¢ a = [P,Ws] e B = [P, Wj]
per opportuni Wy, W distinti.

Poiché la dimensione n & 3 e Wy # W3, si ha, per la formula di Grassmann,
dim(Wo + W) =3 = dim(Wo NW,) =2+2 -3 =1.

Sia Wy = Wy N W) e sia r = [P,W;]. Dalla (b) di (1.11) segue che:

poiché W, < Whrerna # 0 allorar C ae

poiché Wy < W} ern g+ allorar C £.

Quindi » € an @. D’altra parte deve essere anche o N 3 C r perché se ci
fosse un punto fuori di r in N G, per il punto (b) ci sarebbe tutto un piano

e dunque risulterebbe o = 3. Dunque r = aN
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CAPITOLO 1.

SPAZI AFFINI



Capitolo 2

(zeometria Analitica

1 Riferimenti affini e traslazioni

Definizione 2.1. In uno spazio affine A, (<7, V), si dice riferimento affine una

coppia [O, AB], dove:

e O ¢ un punto fissato di <7, detto origine del riferimento;

o A ¢ una base di V,(K).

Fissiamo una base ordinata & = (e, ..., e,) di V,(K).
Abbiamo visto che 'applicazione
{ o — V,(K)
Yo - —
P — OP
¢ una bijezione e che
Vo (K) — K™
o { v=> " re — (T1,...,2,)

é un isomorfismo di spazi vettoriali. Sia

o — K"»

Y

Plo,8) ‘= Pz ° Yo
. {P — (T1,.. ., %)

dove (z1,...,x,) sono le componenti del vettore 073 di V,,(K) ripetto alla base 4.
Allora @0, € una bijezione e viene detta funzione di coordinatizzazione dello
spazio affine A, (7, V), rispetto al riferimento affine [O, 4.

Nel seguito identificheremo il punto P con ¢jo, 4 (P), e (21, ..., 2,) verranno dette

le coordinate affini di P rispetto al riferimento affine fissato.

21
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Teorema 2.2. Fissato un riferimento affine in A, (<7, V), se il punto P ha coor-
dinate (x1,...,2,) e il punto Q ha coordinate (yi,...,Yyn), allora il vettore PQ é

dato da
PQ:(yl_xl) el++(yn_$n> €n,

—

cioe PQ) ha componenti y; — x1,...,Y, — x, ripetto alla base B del riferimento

affine.

Dimostrazione. Sia O 'origine del riferimento affine. Per (SA2)
OP + PQ = 0Q, cioé PQ=0Q —OP.
Poiché
O—Q: yier + -+ Yn€y € 0—15: Ti€1 + -+ Tpep,
si ha
P?2 = (ye1+- -t ynen) — (Tr€1+ - +aney) = (y1 —21) €1+ + (Yo — Tn) €n

]

1.1 Equazioni di una traslazione

Sia v € V,(K) un vettore fissato e sia 7, la traslazione di A, (<7, V) ad esso asso-
clata.

Fissiamo un riferimento affine [0, %], con # = {ey,...,e,}.

Supponiamo che v = a1e; + - - - + ae,, con a = (a1, as, ...a,) = p(v) € K"

Se un punto P € & ha coordinate (xy,...,z,) e @ := T,(P) ha coordinate

(), ..., x}), vogliamo determinare il legame tra queste due n-uple di coordinate:

Q = 7a(P) @»Iz): a.

Per il Teorema precedente, si ha

PQ= (2} —x1)es + -+ (2}, — x,)e, = aje; + - - + aye, = a,



1. RIFERIMENTI AFFINI E TRASLAZIONI 23

da cui
T —r =
* )
/ _
T — Ty = Gy,
cioé
/
Ty =21+ aq
x =z, +a,
Per cui
(2.1.1) r=x+a

¢ 'equazione della traslazione 7, di vettore v tale che a = ¢g(v).

1.2 Cambiamenti di riferimento
Fissiamo, in A, (47, V'), due diversi riferimenti affini [0, %] e [O’,#]. Sia P un
punto generico di &7 e siano

x = (x1,...,2,) le sue coordinate rispetto a [O, A,

' = (z},...,2)) le sue coordinate rispetto a [0, A'].

Vogliamo determinare il legame tra « e @’.

Indichiamo con M la matrice del cambiamento di base da & a %’ e sia

O—O)/: Xn: tlez
i=1

La relazione vettoriale
00’ + O'P=0P
si esprime, in coordinate rispetto alla base Z come segue

—

p5(00") + 05(0'P) = p2(OP),
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n cui

0z(00") = t, 0z(0'P) = Mz, 0z(OP) = x.
Per cui la relazione che esprime le vecchie coordinate rispetto alle nuove ¢
x =Mz +t

Ricavando @’ abbiamo la relazione che esprime le nuove coordinate rispetto alle
vecchie:

' =Mz —t).
Casi particolari.

e O=0'" %+ % Allorala formula diventa ' = M 'z, cio¢ la formula del

cambiamento di base.

e OA£0, B =" Allora la formula diventa @' = x — t, che rappresenta la

—

traslazione di vettore O'O= — OO'.

e O=0" B =2 Allora si ha l'identitd ' = x.

2 Rappresentazione di sottospazi

Sia fissato un riferimento affine [0, %] in A,(</,V). Sia [Py, W] =: S, un
sottospazio affine di A, (<7,V). Allora

Sy = {Tw(PO) W e Wh}

Siano

Yw € Wy, P = 1u(P),

vom(P)=x=1| : |, vogzlfo)=x0=| : |,
T, 0
a1
pa(w)=a=

Qn
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Inoltre o, z(4) = K.

Ricordando l’equazione (2.1.1), otteniamo 1'equazione vettoriale di Sj,
T =X+ a,

al variare di @ nel sottospazio h-dimensionale ¢g(WW}) di K.

Forma parametrica. Si consideri una base wq, ..., w;, di Wy, con
alj
vp(w;) =a; = : per j =1,...,h.
CLnj

Allora si ottengono le equazioni parametriche del sottospazio Sy, = [Py, W]:
T =xy+ Ma;+ -+ May, al variare di A\q,..., N\, € K.
In forma matriciale
x=xg+ AN, con A=[ay], A=[\,..., \]",

cio¢ in forma scalare:

T = $?+)\1a11 + -4 Apay

Ty = £C2+)\1an1 + .- —i—)\hanh

Forma cartesiana. Consideriamo 'insieme costituito da tutti e soli i punti di o

le cui coordinate affini siano soluzione di un sistema lineare compatibile

anTy + -+ apT, = by
, cioé Ax =b.
Am1T1 + -+ Qpp®n = bm

Ricordiamo che le soluzioni sono della forma
T =X+ z,

dove x € una soluzione particolare del sistema e z & soluzione del sistema omogeneo

associato.
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Allora i punti rappresentati sono i traslati di un punto fissato Py, di coordinate xq
attraverso i vettori le cui componenti z appartengono a KerL 4, con

K — K™
LAi

r — Ax

Il nucleo di L4 é un sottospazio vettoriale di dimensione n —rgA =: h.
Quindi stiamo rappresentando un sottospazio affine Sy, = [Py, W], con W), = ¢! (KerL ),

di dimensione h = n — rgA.

Dalla forma parametrica alla forma cartesiana. Possiamo dedurre come si
effettua in generale il passaggio dalla forma parametrica alla forma cartesiana della
rappresentazione di un sottospazio Sy, di A, (<7, V).

Consideriamo la forma parametrica
w:w0+)\1a1+~'+)\hah.

Si ricavano i parametri dalle prime h equazioni, risolvendole rispetto a Aq,..., A
in funzione di @1,...,zp, di2l,... 20 edia; peri=1,...,n,j=1,...,h.
Si sostituiscono nelle rimanenti n — h equazioni, che formeranno cosi un sistema

di equazioni cartesiane

Cx=b

con C' € Mat,,(K) e rgC = r = n — h. Questo procedimento viene detto elimina-

zione dei parametri.

Dalla forma cartesiana alla forma parametrica. Consideriamo la forma

cartesiana

Ax = b.

Si risolve il sistema, ottenendo la soluzione generale
T =X+ z,

con xg vettore delle coordinate di un punto di S, e z vettore soluzione del sistema

omogeneo associato.
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Si esprime z in funzione di h parametri, con h = n — rgA, essendo z € KerL 4 e

dim(KerL,) =n —rgA:
$:$0+>\1Z1+"‘+)\hzh,

ottenendo cosi le equazioni parametriche di Sj,.

Questo procedimento non ¢ altro che la risoluzione di un sistema lineare: il sot-
tospazio affine S;, si pud quindi interpretare come il luogo dei punti dello spazio
affine le cui coordinate sono le soluzioni di un dato sistema lineare (in generale

non OMOZEeNeo).

Dalle considerazioni svolte fino ad ora risulta che lo studio della Geometria
Analitica in uno spazio affine A,(%7,V) in cui sia stato fissato un riferimento
affine [O, 4], vista I'identificazione dei punti di <7 con i vettori di K™ attraverso la
bijezione po 2 : 4 — K" che ad ogni punto associa le sue coordinate, equivale
allo stesso studio nello spazio affine numerico A, (K), che, a sua volta, ricordiamo,
altro non é che lo spazio vettoriale K™ (preso come insieme di punti), considerato

come spazio affine su se stesso mediante la posizione:
—
Va,b ¢ K" a,b:=b—a.

Per questo motivo, d’ora in poi consideriamo addirittura come ambiente A, (K)
e quindi i punti saranno esattamente n-uple ordinate di elementi di K, mentre i
sottospazi sono rappresentati in forma parametrica, traslando combinazioni lineari
di generatori, o in forma cartesiana, come insiemi delle soluzioni di sistemi lineari

opportuni.

2.1 Equazione cartesiana di un iperpiano

Possiamo scrivere subito ’equazione cartesiana di un iperpiano.
Sia dato S, 1 = [Py, W,,_1] con Py = (29,...,2%). Sia {wy,...,w, 1} una base di
W,—1, con

wy = (an, ‘e 7an1)

Wp—1 = (a'l(nfl)a s aan(nfl))
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—

Un punto P = (xy,...,x,) appartiene ad S,_; se e solo se PhPe W,,_, cioé se

—

e solo se i vettori PyP,wy,...,w,_1 sono linearmente dipendenti. Cio equivale a

—

richiedere che la matrice che ha sull’ ultima colonna le componenti di FyP e sulle

prime n — 1 colonne le componenti dei vettori wy, ..., w,_; sia singolare, cio¢
0
ai, ... al(n_l) €T — Xy
0
asy ... QA9(p—1 To — X
det (n=1) 21 =0
0
ap1 .. Opnp-1) Tp — T,
Indicati con Ay,..., A, i determinanti di ordine n — 1 dei minori complementari

degli elementi dell’'ultima colonna di tale matrice, alternativamente presi con segno
+ e —, sviluppiamo il determinante della matrice rispetto all’ultima colonna con

la regola di Laplace. Si ha

(w1 —aNA + -+ (2, —2)A, =0,
cioé un’equazione lineare nelle variabili x4, ..., x, a coefficienti nel campo K:
(2.2.1) Ajxy + -+ Apzy, +¢=0, con (Ay,...,A4,) € (K")".

Abbiamo quindi ottenuto ’equazione cartesiana dell’iperpiano S, _i:

P e S, 1 <= le sue coordinate sono soluzioni di (2.2.1).

Nel piano affine Ay(KK) gli iperpiani sono le rette, di equazione
ar +by+c=0, con (a,b) €K (a,b)#(0,0).
Nello spazio affine A3(K) gli iperpiani sono i piani, di equazione

ar +by+cz+d=0, con (a,b,c)cK? (a,b,c)#(0,0,0).

2.2 Parametri direttori di una retta

In A, (K), sia ora data una retta r = [P, W;].
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Definizione 2.3. Si dicono parametr: direttori di r le componenti di un qual-

stast vettore non nullo di Wi.

Supponiamo cioé che W} =<w > con w = (ay, ..., a,). Allora ogni n-upla di
parametri direttori di r & del tipo (taq,...,ta,) con t € K*.
Osserviamo che i parametri direttori sono tutti fra loro proporzionali. La rela-
zione di proporzionalita ¢ una relazione di equivalenza e da luogo alla classe di

proporzionalita dei parametri direttori

[(a1,...,a,)] ={(tay,... ta,) : t € K}

3 Geometria Analitica della retta affine A(o/, V)

In A, (<7, V) sia fissato un riferimento affine [O, %] con & = {e;}.

La retta affine A;(7, V) viene cosi identificata, per mezzo della bijezione o 4,
con la retta affine numerica A;(K) e, come abbiamo spiegato a pag. 27, identi-
fichiamo ogni punto P € A;(«7,V) e il corrispondente vettore 0—152 xpep con il
vettore (zp) € K! = K scrivendo direttamente OP=P = (xp) e xp viene detta
ascissa di P (rispetto al riferimento affine fissato).

Il punto U tale che
OU= (1)

ha ascissa unitaria e fissa una orientazione privilegiata (positiva) sulla retta affine.

Risulta pertanto

—

OP= xp OU, e scriveremo anche zp = —.

—

ou

Possiamo quindi chiamare il numero zp rapporto semplice dei punti P,U,O e
lo indichiamo con (PUOQO). Piu in generale, dati tre punti A, B, C sulla retta affine,
e indicate con z 4, g, x¢ le rispettive ascisse, chiamiamo rapporto semplice dei
punti A,B,C il numero

(ABC) = 26— "4

o —TB
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Definizione 2.4. Dati due punti P, (Q, di ascisse rispettivamente xp e xq, si dice

—

maisura algebrica del segmento P(Q) il numero reale

o (PQ) = g~ ar

—

In particolare la misura algebrica del segmento OP risulta

Ma (073) — (PUO).

4 Geometria Analitica del piano affine A,(.o7/, V)

In Ay(7,V) sia fissato un riferimento affine [0, %] con Z = (ey, e3).

Il piano affine Ay (27, V') viene cosi identificato con il piano affine numerico A, (K),
e per ogni punto P , se 073: xre, + ye,, allora poniamo 073: P = (z,y); z ¢
I’ascissa di P ed y 'ordinata.

Consideriamo le due rette fondamentali:

l'asse delle ascisse z : [ O,<e;>] di equazione cartesiana y = 0

e I’asse delle ordinate y : [ O,<ey>| di equazione cartesiana x = 0.

Siano U; e U, rispettivamente i punti tali che
(A1 :O—Ul = U1 = (1,0),
€9 :O—(jg = U2 = (0, 1)

Definizione 2.5. Dati due punti P,Q € Ay(K), si dice punto medio di P e Q) il

traslato di P mediante il vettore % PQ.

Siano P = (zp,yp), Q = (z0, o)

Determiniamo le componenti di v e la relativa traslazione 7,:

1 — 1
v=35 PQ= 3 (zg —xp), (Yo — yp))
R S
v y/_y+yQ;yP



4. GEOMETRIA ANALITICA DEL PIANO AFFINE Ay(<7, V) 31

Il punto medio M di P e () ha dunque coordinate:

M $Q+xP’yQ+yP '
2 2

Generalizzazione. In A, (K) le coordinate del punto medio tra due punti saranno

sempre date dalla semisomma delle loro coordinate.

4.1 Rappresentazione analitica delle rette in A,(K)

Sia data la retta r = [Py, Wi], dove Py = (xo,%) e W7 =<w >, con w = (a,b),
diverso dal vettore nullo.

Allora Wy = {tw : t€ K} = {t(a,b) : t € K}. Le componenti del generico
vettore v di W sono (ta,tb).

Un punto P appartiene alla retta r se e solo se FXI)DG W1, se e solo se le coordinate

(x,y) di P si ottengono traslando le coordinate (z¢,yo) di Py mediante un vettore

(ta,tb) € Wy, cioé :

{ T=ToHI w4 b) £ (0,0)

Yy =yo+1tb
Queste sono le equazioni parametriche della retta r e forniscono le coordinate
di tutti e soli i punti di r, al variare di t € K.
Viceversa il sistema

teK, (I,m)# (0,0)

r=7+ It
Yy=17y+mt

rappresenta, al variare del parametro ¢, le coordinate di tutti e soli i punti della
retta r, passante per P = (Z,7y) e avente direzione W; =< (I,m) >.
D’altra parte, in Ay(K) le rette sono iperpiani, quindi ogni retta ¢ anche rappre-

sentata da un’equazione cartesiana del tipo:

ar+by+c=0 con a,b,ceK, (a,b)+#(0,0)

Retta per due punti.
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Siano dati due punti distinti Py = (zo,%0) € P1 = (x1,y1). Vogliamo determi-
nare le equazioni parametriche e ’equazione cartesiana della retta r per P, e F.

Sia cioé r = rt(Py, Py) = [Py, V1] con V) =<P}1>-

—

Equazioni parametriche. Le componenti di PyP; sono (z7 — o, ¥1 — Yo), per

cui
T =X+ t(l‘l - ZE())
rt(Fy, Py) = t e K.
(7o, ) {y=y0+t(y1—yo)
Equazione cartesiana. Il generico punto P appartiene alla retta r se e solo se

_—

i vettori PyP e PyP; sono linearmente dipendenti, quindi se e solo se

det | TTT0 YT
T1 —To Y1— Yo

da cui
(11 — o) (& — o) — (21 — 20)(y — yo) =0
(Y1 — o) — (1 — 20)y — (Y1 — Yo)To + (1 — 20)yo = 0, cioe
ar +by +c=0
cona =1y — Yo, b= —x1+ 9, c = —(y1 — Yo)To + (x1 — x0)yo. Osserviamo che,

nel caso y; —yp # 0 e x1 — xy # 0, 'equazione di pud anche scrivere nella forma

Y—Y T — o

Y1 — Yo 1 — Xo

Vediamo ora come si effettua il passaggio dall’equazione cartesiana a quelle para-

metriche e, viceversa, dalle parametriche alla cartesiana, di una retta assegnata.

Dalle equazioni parametriche. Dalle equazioni

$:$0+lt
Yy ="Yo+mit

si elimina il parametro ¢t: da una delle due equazioni, per esempio dalla prima se
[ # 0, si ricava t in funzione di una incognita. Si sostituisce poi l'espressione di ¢
nell’altra equazione, ottenendo un’equazione cartesiana per la retta:

r—X r—x

l(y —yo) — m(x — xy) = 0.
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Esempio 2.6. Siano P = (1,2), Q = (1,5). Le equazioni parametriche della retta
rt(P, Q) sono

r=1+t1-1) r=1
{y:2+t(5—2) - {y:2+3t teR

In questo caso l’equazione v = 1, non dipendendo dal parametro t, fornisce gid

un’equazione cartesiana per la retta rt(P, Q).

Dall’equazione cartesiana. Consideriamo I’equazione
ar + by +c=0.
Si risolve il sistema di una equazione ottenendo la soluzione generale
r=xy+ 2

con xy = (g, Yo) soluzione particolare e z soluzione del sistema omogeneo associato
ar + by = 0.

Tale soluzione dipende da un parametro t:

{x:_bt teK
Yy =at

quindi

T =x9 — bt
t e K.
{yzyo+at

Esempio 2.7. Scriviamo le equazioni parametriche della retta di equazione carte-
siana 2x +y —1=0.

Scegliamo la soluzione particolare xo = 0, yo = 1, per cui

r=—t
{y—l—l—?t tek

4.2 Condizione di allineamento di tre punti

Siano Py = (x1,11), P» = (x9,y2), P3 = (r3,y3) tre punti nel piano. Essi sono
allineati se e solo se esiste una retta di equazione ax + by + ¢ = 0 tale che le
coordinate dei tre punti la soddisfino. Cioé Py, P, P3 sono allineati se e solo se il
sistema lineare omogeneo

ax1+by1+c=0
ary +bys +c=0
ax3+by3+c:0
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ammette autosoluzioni (a, b, c) # (0,0,0). Cido avviene se e solo se

1 oy 1
det | xo yo 1 | =0.
x3 Yz 1

Esempio 2.8. Consideriamo i punti P, = (1,0), P, = (2,1), P = (5,1). Essi

non sono allineati infatti

01 1
1 1|=1]2
11 3

Q. Tt =

Supponiamo ora di fissare due punti P, = (z1,y1) e P» = (22, y2) distinti e di

imporre a un generico punto P = (z,y) di verificare la condizione

z y 1
det | 1 y1 1 | =0.
To Y2 1

Tutti e soli i punti P = (x,y) che con le loro coordinate soddisfano questa con-
dizione hanno la proprieta di essere allineati con P, e P,. Dunque questo ¢ un
altro modo per scrivere 1’equazione cartesiana della retta passante per due punti
Py e P,. Sinoti che, dalla condizione P; # P, segue che deve essere diverso da 0
almeno uno dei determinanti del secondo ordine della matrice, y; — y2 € 1 — 2o,

che costituiscono i coefficienti di x ed y rispettivamente, nell’equazione risultante.

Esempio 2.9. Scrivere l’equazione cartesiana della retta passante per (1,0) e
(2,1).

z y 1
1 01
2 11

Sviluppando il determinante con Laplace rispetto alla prima riga si ha:

det =0.

—r+y+1=0.

4.3 Parametri direttori di una retta in A,(K)

Abbiamo definito (cfr. Def.(2.3)) i parametri direttori di una retta r = [P, W]
come le componenti di un qualsiasi vettore non nullo di W;. Vogliamo ora deter-

minare i parametri direttori di una retta a partire dalle sue equazioni.
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Dalle equazioni parametriche. Sia r la retta di equazioni

{x:xo—i—lt t e K.

Yy =1Yo+mit
Di qui si ricava immediatamente la classe di proporzionalita dei parametri direttori
di r, cioe [(I,m)].

Dall’equazione cartesiana. Sia r la retta di equazione
r : ar+by+c=0.

In forma parametrica r & data, come abbiamo visto in (4.1), da

T =1x9— bt
teK
{y:yo—i-at <5

quindi la classe di proporzionalita dei parametri direttori di r ¢ [(—b, a)].

Da cio si deduce in altro modo cio che sappiamo direttamente dalla definizione,
che due rette sono parallele se hanno parametri direttori proporzionali.
Coefficiente angolare. Sia [(I,m)] la classe di proporzionalitd di parametri

direttori di una retta. Se [ # 0, una coppia di parametri direttori ¢ (1, 7).

m

Questa coppia ¢ caratterizzata dal valore 7,

che si dice coefficiente angolare
della retta data.

Ci sono rette che non hanno coefficiente angolare: sono quelle con parametri
direttori [(0,m)], con m # 0. Le loro equazioni sono

r = Xy
t e K,
{yzyo+mt

da cui si ricava subito ’equazione cartesiana x = xy. Tali rette sono parallele
all’asse y (di equazione z = 0).

Possiamo allora riassumere:

e esistono rette che non hanno coefficiente angolare, cioé di equazione x = k:

sono tutte e sole le rette parallele all’asse delle y;

e se due rette ammettono coefficiente angolare, esse sono parallele se e solo se

hanno lo stesso coefficiente angolare.
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4.4 Intersezione fra rette in Ay(K)

Siano r ed 7’ due rette di Ay(K) aventi equazioni cartesiane:
r o ar+by+c=0, (a,b) #(0,0) r'dz+by+d =0,  (d,b) #(0,0)

Studiamo r N7/,
Gli eventuali punti di intersezione avranno per coordinate le soluzioni del sistema

lineare

ar+by+c=0
dr+by+d =0

Le matrici associate sono
lad] weelad
Abbiamo allora le seguenti possibilita:
e detA #0 <= rnr ={P}, un punto, per il Teorema di Cramer;
e detA =0, allora:
—1glAlc] =2 <= rnr’ =10;
—rglhAlc] =1 <= rnr' =r=1".

Possiamo cosi caratterizzare 'incidenza e il parallelismo fra rette nel piano (si veda

(e) della Proposizione (1.19)):

e rNr' = {P}, rette incidenti, se e solo se

a b

a v

7 0;

o | er#r1 seesolose (a,b) & proporzionale ad (a’,b") ma (a,b,c) non ¢

proporzionale ad (a’, ¥, c);

e r = r', rette parallele e coincidenti, se e solo se (a,b,c) & proporzionale ad

(a', U, ).

Osservazione 2.10. Una retta non ha una sola equazione cartesiana ma ne ha

infinite (o |K| — 1), tutte tra loro proporzionali.
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Esempio 2.11. Scrivere un’equazione cartesiana della retta v’ parallela alla retta
r : x—3y+1=0 e passante per P = (0, 1).
Siha: 7 L(x—0)—-3(y—1)=0 — r—3y+3=0.

Piu in generale se r : ax +by +c=0e P = (x9,y0), la retta r’ parallela ad r

e passante per P ha equazione
a(z —xo) +b(y —yo) = 0.

4.5 Simmetrie

Simmetria centrale in A,(K)

Sia C' un punto in A, (K).

Def. La simmetria centrale di centro C' & la funzione

g+ 4 A2(K) — Ay(K)
“ "\ P+ oc(P), tale che C sia il punto medio tra P e P

p!

Si puo osservare che il simmetrico del generico punto P ¢é il punto P’ tale che

CP=—CP o, equivalentemente, il punto P’ traslato di P tramite il vettore 2PC.
Oss.:

e la simmetria centrale € un’applicazione biunivoca;
e ¢ involutoria, cio¢ o¢ #id e o2 =id, infatti per ogni punto P si ha
oc(00(P)) = 0c(Type(P)) = TypicTape(P) = T_yppTape(P) = P;

e |'unico punto unito é il centro C,

—

e manda rette in rette, conservandone la direzione. Infatti, se r = [A, <AB>|,

— — —

allora (0c(A), o0(B)) = (0c(A),C) + (C,00(B)) = CA + BC = BA e
oc(r) = [oc(A), < BA >|;
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e le rette unite sono tutte e sole le rette passanti per C, infatti se s = [C, < W >],

allora o¢(s) = [0c(C), < W >] = [C, < @ >] = s.

Se C(zc;yc) e P(xp;yp), ricordando che C ¢ il punto medio tra P e o¢(P) = P' = (xp/;ypr),

+
{ ZBC — Trp 21’}3/
_ yptyps )
yC - 2

si ha che

da cui

P'= (2z¢ — zp;2yc — yp).

Dunque le equazioni della simmetria centrale di centro C' sono:

{ ¥ =—x+2xc
Y =—y+2yc

Generalizzazione. Si puo definire la simmetria centrale allo stesso modo in

A, (K), ottenendo le equazioni:

vt = —x, + 22¢
v = —m, +22¢
Per cui
(2.4.1) x' = —x+ 2xc

é I'equazione, scritta in forma vettoriale, della simmetria centrale o- di centro il

punto C' di coordinate x¢
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Simmetria assiale in A,(K)

Siano a una retta e ¥ = (I;m) un vettore in Ay(K) non proporzionale al vettore
direzionale di a.

La simmetria assiale di asse a e direzione U é la funzione

oo 4 Aa(K) — Ag(K)
“ | P——og(P), dove H=aN[P,<7>|.

Oss.:
e la simmetria assiale ¢ un’applicazione biunivoca;
e ¢ involutoria;
e i punti uniti sono tutti e soli quelli dell’asse di simmetria;
e le rette unite, oltre all’asse di simmetria, sono quelle aventi direzione v.

Esempio.

Dati il punto A = (1;2) e la retta r di equazione r : x — 2y + 6 = 0, determinare:
1. i simmetrici A" ed r" di A ed r rispetto alla simmetria di centro C' = (4;0);

2. isimmetrici A” ed r”di A ed r rispetto alla simmetria assiale di asse a : 42 =0

e direzione v = (—1;2).
Svolgimento.

1. Il simmetrico A" di A ha coordinate date da
{ Tp =200 — T
Yar = 2yc — ya
cioe A’ =(8—-1;0—-2) = (7;-2).
Il generico punto R appartenente alla retta r ha coordinate R = (2yg—6; yr).

Per cui

9

{ rr =8 — (2yr — 6)
Yr =0—yr
cioé
rr = 14 — 2yp
{ Yr' = —Yr '
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Eliminando il parametro yp e ponendo x = 2, y = y§ si ha un’equazione
cartesiana per o¢(r):

x—2y—14=0.
Altrimenti, verificato che C' ¢ r, si puo sfruttare il parallelismo tra r e la sua

simmetrica 7’: detto A un punto di r diverso da C, r’ = [o¢(A), < (=2;1) >].

. Per ottenere le coordinate del simmetrico di A si scrivono le equazioni pa-

rametriche della retta passante per A e avente direzione v. L’intersezione di

tale retta con l'asse di simmetria da il punto H tale che oy (A) = 0,(A):

r=1-1
y=2+2t ,t ek
T = —2

Si ha H = (—2;8), quindi A” = o (A) = (=4 — 1,16 — 2) = (—=5; 14).

P

i

La retta r” si puo ottenere come retta passante per i punti ' = rNa e o,(R),
dove R ¢ un punto “comodo” di r diverso da S.

Il punto di intersezione tra r e a ha coordinate S = (—2;2). Sia R = (0;3).
Il suo simmetrico risulta avere coordinate R’ = (—4;11). La retta cercata ha

quindi equazioni parametriche

. {x:—2+(—2+4)t

" y=2+(2—11)t

,te K.

4.6 Fasci di rette in Ay(K)

Nel piano affine Ay(K) siano date due rette distinte ro e r1 di equazioni cartesiane

ro: apx + boy + cg =0

r: a1+ by +cp = 0.
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Definizione 2.12. Si chiama fascio di rette di generatrici ry e r1, e si indica
con Fry ., la totalita delle rette del piano una cui equazione cartesiana é ottenuta

come combinazione lineare delle equazioni di ro e 11.

Un’equazione cartesiana per il fascio di rette di generatrici ro e r; é pertanto
(2.4.2) Fryr 0 Magr+boy~+co)+pl(az+biy+cr) =0, (A, 1) € K*\{(0,0)}.

Osserviamo innanzitutto che la definizione ¢ ben posta, infatti per ogni (A, i) # (0, 0)
I'equazione (2.4.2) é lequazione di una retta, oppure non & verificata da alcun

punto di Ay(K). Infatti tale equazione puo essere riscritta nella forma:
(Aag + pay)x 4+ (Abg + ubr)y + (Aco + per) = 0,

pertanto € un’equazione lineare in x e y. Inoltre i coefficienti di z e y in tale equa-
zione non sono contemporaneamente nulli purché il sistema lineare nelle inconite

Ae
Aag + pa; =0
)\b@‘l’ﬂbl:()

ammetta solo la soluzione banale: questo accade certamente quando ¢ uguale a 2
il rango della matrice dei coefficienti del sistema, ovvero quando le due generatrici
sono incidenti, e in questo caso per ogni scelta possibile di (A, 1) non entrambi nulli,
I'equazione (2.4.2) é l'equazione di una retta. Invece, se le due rette generatrici
sono parallele allora il sistema precedente ammette oo! autosoluzioni appartenenti

ad un certo insieme S, mentre il sistema lineare

Aag + pa; =0
)\bo +ub1 =0
)\Co + peyp = 0

non ha autosoluzioni essendo ry ed 7y distinte, quindi per (A, u) € S l'equazione
(2.4.2) non ¢ verificata da alcun punto di Ay(K).
Esaminiamo ora la mutua posizione delle rette del fascio .#, distinguendo due

casi, riassunti nel seguente enunciato.

Proposizione 2.13. Se le due rette vy ed ry sono parallele, allora le rette del
fascio Z,, ., sono tutte e sole le rette del piano parallele alle rette generatrici. Se
le due rette ro e 1 sono incidenti nel punto Py, allora le rette di F,,,, sono la

totalita delle rette del piano che passano per il punto Fy.
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Dimostrazione. Supponiamo che le rette rq ed 1 siano parallele, pertanto [(—by, ag)]
= [(—=by, a1)], ovvero esiste p € K* tale che a; = pag e by = pby. Allora I'equazione

della generica retta del fascio é
(A + pp)aox + (A + pp)boy + Aco + pucy =0

e la classe dei suoi parametri direttori ¢ [(—(\ + pu)bo, (A + pp)ao)] = [(—bo, ao)]
essendo A+ pu # 0, avendo escluso il caso in cui ’equazione non rappresenta alcun
punto del piano.

Viceversa se r : axr + by + ¢ = 0 é una retta del piano parallela a ry e ry e
distinta da entrambe, fissiamo un punto P = (zp, yp) su tale retta. Allora, poiché

P ¢ 1y, 71, sicuramente

(a1zp + biyp + 1, —(aorp + boyp + o)) # (0,0)
e la retta del fascio corrispondente alla scelta

(A, 1) = (arzp + bryp + c1, —(aozp + boyp + o))

passa per il punto P ed ¢é parallela a ry ed 1, e pertanto coincide con la retta r.
Siano ora ry e ry incidenti in Py = (xg,%0). Allora le coordinate affini di P,

verificano entrambe le equazioni di ry e r1, pertanto
)\(aoxo + boyo + Co) —+ H(all’o + b1y0 + Cl) =)0 -+ ,UO = O,

e dunque verificano tutte le equazioni delle rette del fascio %, ,, .
Viceversa se r : ax + by + ¢ = 0 ¢ una qualsiasi retta passante per F, tale
retta ¢ univocamente determinata una volta che sia assegnato un ulteriore punto

P = (zp,yp) distinto da P, e appartenente a r. Analogamente a prima sicuramente
(arzp + biyp + c1, —(aozp + boyp + co)) # (0,0)

e la retta del fascio corrispondente alla scelta
(A, 1) = (a1wp + biyp + 1, —(aozp + boyp + o))

passa per il punto P, e pertanto coincide con la retta r. [l
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Una immediata conseguenza del precedente risultato ¢ che se sg e s1 sono due
rette distinte qualsiasi del fascio generato dalle rette 7y e 71, allora %, ., = F5, s,
Inoltre ¢ evidente che fissato un qualsiasi punto del piano distinto dall’eventuale
punto comune a rg e rq, esiste esattamente una retta del fascio passante per tale
punto.

Dato un fascio .% di equazione
F : Magr + boy + o) + plarx + by +¢1) =0

almeno uno tra A\ e p € sicuramente diverso da 0, supponiamo per esempio che
sia A # 0. Allora ¢ possibile dividere I'equazione di % per A e, posto k = u/A,
ottenere

aox + boy + co + k(a1x + by + ¢1) = 0, keK,

che si chiama equazione ridotta del fascio .# rispetto al parametro \. Tale
equazione mette maggiormente in evidenza il fatto che un fascio di rette é un
insieme di oggetti che sono sostanzialmente parametrizzati da un solo parametro
appartenente a K, ma di fatto non rappresenta la totalita delle rette di .%, perché
avendo supposto A # 0 la retta r1 : a;x + byy + ¢; = 0 non & rappresentata per
nessun valore di k£ € K.

Analogamente si puo ridurre I’equazione di .% se si suppone sia p # 0.

Alla luce della Proposizione 2.13 ¢é inoltre ragionevole la seguente definizione.

Definizione 2.14. Chiamiamo fascio improprio di rette di sostegno una retta
ro la totalita delle rette di Ay(K) parallele a o e lo indicheremo con Z,,, mentre
chiamiamo fascio proprio di rette di centro (o sostegno) un punto Py la totalita

delle rette di Ay(K) che passano per il punto Py, e lo indicheremo con Fp,.

Osserviamo che i fasci propri e impropri di rette sono effettivamente dei fa-
sci di rette, ovvero che é sempre possibile scrivere ’equazione delle rette che li
compongono nella forma (2.4.2). Fissata una retta o del piano esiste sicuramente
un punto P che non appartiene a tale retta (perché?), e per tale punto la retta rq
parallela ad ry e distinta da quest’ultima, pertanto al fascio improprio .%#,, di soste-

gno ry appartengono sicuramente almeno due rette distinte, quindi .%,, = F,, ;.
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Analogamente fissato il punto F, esistono almeno una retta ry passante per Py e
almeno un punto P; non appartentente a tale retta (perché?), pertanto, se indi-
chiamo con r; la retta individuata dai punti Py e P;, le due rette distinte rq ed r;
appartengono al fascio proprio .#p, di sostegno Fy, e dunque Fp, = F, -

Per assegnare un fascio improprio di rette pertanto é sufficiente assegnare
una retta r di tale fascio, o addirittura semplicemente la direzione comune a tut-
te le rette del fascio, mediante una classe di proporzionalita [(I,m)] di parame-
tri direttori. Quindi ’equazione del fascio improprio di rette parallele alla retta

r:ar+by+c=0¢e
Fax+by+ k=0, k e K.

Analogamente per assegnare un fascio proprio di rette é sufficiente fissare un punto

Py = (0, y0) del piano, e allora 'equazione di tale fascio .Zp, ¢ :
yPozy_yOZk(x_xO)a ke K.

Quest’ultima equazione € perd un’equazione ridotta del fascio, infatti non é rap-

presentata la retta di equazione x — zy = 0.

5 Geometria Analitica dello spazio affine A3(.o7, V)

In As(7,V) sia fissato un riferimento affine [0, %] con B = (ey, eq, €3).
Lo spazio affine As(o/, V) viene cosl identificato con lo spazio affine numerico
A3(K), e per ogni punto P si ha P = (z,y, 2) con OP= ze; + ye; + zes.

Consideriamo le tre rette fondamentali:

e r : [O,<e;>|: asse delle ascisse;
e y : [O,<ey>]: asse delle ordinate;
e 2 : [O,<e3>|: asse delle quote.

Le tre rette non sono complanari e a due a due individuano piani distinti:

e il piano coordinato z,y = [ O, <ej, ey>], di equazione cartesiana z = 0;
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e il piano coordinato z,z = [ O, <ej, e3>], di equazione cartesiana y = 0;

e il piano coordinato y,z = [ O, <es, e3>], di equazione cartesiana x = 0.

5.1 Rappresentazione analitica delle rette in A3(K)

Procediamo in modo analogo al caso piano: sia r = [Py, Wi| con Py = (z0, Yo, 20)
e sia Wi =<w>, con w = (a,b,c) # 0.
Allora Wy = {tw : t € K} = {t(a,b,c) : t € K}.
Un punto P appartiene alla retta r se e solo se il vettore P:]B € Wy, se e solo se
le coordinate (z,y,z) di P si ottengono traslando le coordinate (zq,yo, 2z0) di Py
mediante un vettore (ta, tb, tc) € Wi, cioé :

T = I+ ta

z=2zy+tc

Queste sono le equazioni parametriche della retta r. Viceversa un sistema del tipo

T=17+1t
y:y+mt tEK? (l7m7n)7£(07070)
z=Z+nt

rappresenta, al variare del parametro ¢, le coordinate di tutti e soli i punti della

retta r di Az(K), di origine P = (7,7, Z) e sottospazio vettoriale Wy =< (I, m,n) >.

Siano dati due punti distinti Py = (xo, %o, 20) € P1 = (21, Y1, 21)-
Vogliamo determinare le equazioni parametriche della retta r per P, e Py, cioé
r = 1t(Py, P1) = [Py, Vi] con Vi =<P,Pp>.
Le componenti di P}l sono (1 —To, Y1 — Yo, 21— 20), per cui la retta r ha equazioni

parametriche
T = xg+ t(l’l — l’o)
rt(Po, P1) @ § y=vo+ty1 —w) teK
2z =29+ t(z1 — 20)

Per quanto riguarda le equazioni cartesiana, nel caso dello spazio tridimensionale,
la retta sara rappresentata da un sistema di almeno due equazioni (di rango 2).
Per ricavare tali equazioni vedremo pit avanti uno o due metodi. Premettiamo lo

studio dei piani in A3(K) (iperpiani).
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5.2 Rappresentazione analitica dei piani in A3(K)

Sia av = [P, W3] un piano di A3(K).
Supponiamo che Wy =<wv,w > con v = (a1, az,a3) e w = (by, by, b3) linearmente
indipendenti, cioé con

by by b3

Sappiamo allora che il generico vettore di W5 ha componenti

rg|:a1 (05} a3:|:2.

)\a1 + ,ubl, )\CLQ + ,ubg, )\CL3 + ,ubg.

Se Py = (x0, Yo, 20), allora il generico punto P = (z,y, z) di [P, W] ¢

xr = 2o+ Aay + puby o aa
Y = Yo + Aag + pby A e K, 1"g[b1 b2 b3}:2'
z = 2o+ Aag + b3 LRI

Queste sono le equazioni parametriche del piano «.

Viceversa, equazioni di questo tipo, in cui é espressa dipendenza da due parametri,
rappresentano sempre un piano.

D’altra parte, i piani di A3(KK) sono iperpiani, per cui sara possibile determinarne
con facilitd I'equazione cartesiana (univocamente determinata a meno di un

fattore di proporzionalita non nullo):
ar+by+cz+d=0 con (a,b,c)#(0,0,0).
Dunque il luogo dei punti dello spazio che con le loro coordinate affini annullano

I'equazione ax + by + cz +d =0 con (a,b,c) # (0,0,0) ¢ I'insieme dei punti di un

piano.

Dall’equazione cartesiana a quelle parametriche.  Vogliamo ricavare le
equazioni parametriche di un piano «, ovvero la sua rappresentazione [P, W5], a

partire dall’equazione cartesiana
(2.5.1) a : ar+by+cz+d=0.

Esplicitiamo le soluzioni di tale equazione mediante la teoria dei sistemi lineari
Le soluzioni sono date da

r=xy+ 2
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con x( soluzione particolare e z soluzione del sistema omogeneo associato, di rango
1.

Dunque z varia in un sottospazio di K?® di dimensione h = 3 — 1 = 2 e il generico
vettore z € K3 descrive un sottospazio vettoriale Ws.

L’equazione vettoriale © = xg + 2z rappresenta quindi in A3(K) un sottospazio
Sy = [Py, Ws|, dove P, ¢ il punto di coordinate &y = (2, 29, 23) e W5 ¢ il sottospazio
di giacitura di S,.

Per ricavare poi le equazioni parametriche di «, si dovra fissare una base (ai, as)

per il sottospazio W5 delle soluzioni dell’equazione omogenea ax + by + cz = O:

slano a; = (an, a21, a31) € ax = (a12, a2, a32), quindi

I = $(1) + )\1(111 + )\Qalg
T = !Eg + Ajag; + Agao AL eK
T3 = Y + \ag + Aoasm

sono le equazioni parametriche del piano a.

Esempio 2.15. In A3(K) consideriamo il piano « di equazione:
o 3x+2y—2—-5=0.

Per risolvere l’equazione possiamo ricavare z in funzione di x ey: z = 3x+2y—>5.

Dunque la soluzione generale é

r=2x
Y=y ,  Clo€
z2=3x+2y—>5

x 0 T 0 1 0
yl=1 0|+ Y =1 0 | +2| 0| +y |1
z -5 3T + 2y -5 3 2

Quindi
a =[Py, W3] con Py=(0,0,-5), Wo ={(x,y,2) : z=3z+2y}.

Per scrivere poi le equazioni parametriche (sostituiamo lambda al posto di x e p

al posto di y):
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oppure, per componenti,

T = A
y= po A peR.
z=—=5+3\+2u

5.3 Equazioni parametriche e cartesiana del piano per tre
punti in A;(K)

Ricordiamo che per tre punti non allineati passa uno e un solo piano (si veda (a)
della Proposizione (1.23)).

Siano dati, in A3(KK), tre punti non allineati

Zo X1 T2
Py = Yo |, P = n , Py= Y2
20 21 Z2
Quindi i vettori
_ T1 — o _ To — To
PP = =% |, PoP= Y2 — Yo
Z1 — 20 22 — 20

sono linearmente indipendenti.
Posto allora Wy =<Py Py, PyPo>, e « := [Py, W], otteniamo le equazioni parame-
triche del piano per i tre punti dati:

Tr =g+ )\(1’1 — $0) + M($2 — $0)

@ Y=Y+ Ay — o)+ 1(y2 — vo)
2 =2zy+ )\(21 - Zo) + ,U(Z2 - ZO)

Per ’equazione cartesiana (si veda pagina 27):
Pea < ivettori PP,PyP,FPyP, sono linecarmente dipendenti,

cioé se e solo se
r—%o Y—Y <—*%0
det | w1 —xo y1—yo 21—20 | =0,
T2 —To Y2 — Yo 22— 20

da cui si ricava I’equazione cartesiana del piano passante per i tre punti dati.
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5.4 Condizione di complanarita di 4 punti

Dati 4 punti

T o) X1 X2
P=1y |, Bo=|w |, Pi=|wn|, Po=|1n
z 20 Z1 <2

essi sono complanari se e solo se esiste un piano « a cui essi appartengono,

equivalentemente se esistono a, b, ¢, d € K non tutti nulli, tali che

AT +bj+cEZ+d=0
ax0+by0—|—czo+d20
ary +by; +cz1 +d=0 "~
ary + bys +czo+d =0

Questo sistema, lineare omogeneo nelle incognite a, b, ¢, d ammette autosoluzioni

se e solo se:

T Yy z
Lo Yo %0
I Y1 o~
T2 Y2 22

det =0,

— = = =

che rappresenta la condizione di complanarita dei 4 punti dati.
Se pensiamo di fissare 3 dei 4 punti Py, Py, P, supposti non allineati, la condizione
sopra scritta, rispetto alle coordinate (z,y, z) di un punto P generico diventa

r y z 1

To Yo 2o 1 _0
T oy oz 1

To Yo 2z 1

det

ed esprime 'appartenenza di P al piano individuato da Py, Py, P, cioé ¢ ’equazione
cartesiana del piano per Py, P;, P,. Si noti che dalla condizione che F,, P;, P, non
siano allineati segue che deve essere diverso da zero almeno uno dei determinanti del
terzo ordine della matrice ottenuti sopprimendo la prima riga, i quali costituiscono

rispettivamente i coefficienti di z, y, z nell’equazione risultante.

5.5 Intersezione fra piani in A3(K)
Siano dati due piani o ed o in A3(K), di equazioni ripettivamente:

/!

a :ar+by+czt+d=0 o dr+by+dz+d=0.
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Allora 'intersezione tra i due piani ¢ data da

and ar +by+cz+d=0
' dr+by+dz+d =0 "

Dalla (e) della Proposizione (1.23) abbiamo che si puo verificare uno e uno solo

dei seguenti casi:
(a) ana’ =0 (i due piani sono paralleli e disgiunti);
(b) ana’ =a =« (i due piani coincidono);
(¢c) ana’ =r, una retta (i due piani sono incidenti).

Queste tre situazioni corrispondono esattamente alle possibili soluzioni del sistema

anNao':
(a) ana’ =0 se e solo se
a b c _ a b ¢ d _ 9.
I‘g CL/ b/ c/ - € I'g CL/ b/ C/ d/ -

(b) anNa’ =a=a'seesolo se

(c) ana’ =rseesolose
a b c a b c d
rg a v =2=rg ad v o d |
Le condizioni (a) e (b) caratterizzano geometricamente e algebricamente la nozione
di parallelismo tra due piani. Ricordiamo che due sottospazi S, = [P,W}] e

S;, = [P',W}] sono paralleli quando W}, = W}, il che corrisponde alla condizione

che sia 1 il rango della matrice dei coefficienti.

5.6 Parallelismo fra due piani ed equazioni cartesiane di
rette

I due piani
a ar+by+cz+d=0 o dr+bVy+dz+d =0

sono paralleli quando vale (a) o (b) e precisamente sono:
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(a) paralleli e distinti se e solo se esiste un elemento non nullo p € K tale che

a = pa
b =pb
C/:pC7
d # pd

(b) paralleli e coincidenti se e solo se esiste un elemento non nullo p € K tale

che (a', V', ,d) = p(a,b,c,d).
La giacitura di un piano (e quindi di tutti i piani ad esso paralleli) ¢ data da:
Wy = {(21,22,23) € R® : az + bz + cz3 = 0}.

La condizione (c) mostra invece come una retta, oltre che con le equazioni pa-
rametriche, si possa rappresentare come intersezione di due piani distinti e non
paralleli:

{ ar+by+cz+d=20

a b c
dr+by+dz+d =0 con rg[a, b ']2'

Questo ¢ un sistema di equazioni cartesiane di un retta r di A3(K).

Retta per due punti in A3(K). Vogliamo scrivere le equazioni cartesiane della
retta passante per due punti distinti Py = (xo, %o, 20) € P1 = (21, 41, 21)-
Sia r la retta rt(Fy, P;). Un punto P generico appartiene ad r se e solo se i vettori

_  —

Py P e PyP; sono linearmente dipendenti, cid avviene se e solo se

rg{l‘—_xo y—_yo Z—_Zo -1
T1—%o Y1 — Yo <1 — 20

se e solo se, nel caso sia x; # :

{ ( = 20) (Y1 — vo) — (%1 — 20)(y — yo) = 0
(x —x0)(21 — 20) — (1 — 20)(2 — 20) =0

queste sono, appunto, equazioni cartesiane per la retta r, se x1 — x¢ # 0.

Casi particolari.
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e Sexy =xpe (Y1 — Yo, 21 — 20) # (0,0), allora r & intersezione dei due piani

r = Xy
Y=¥% _ z—Z20

Y1—Yo 21—Z0

e Sexy =xpey =Yy = 21 # 2, I € intersezione dei piani
r =Xy
Y=Y

5.7 Parallelismo fra rette in A3(K)

Se consideriamo due rette r = [P,W] e 7’ = [Q, W]] e siano W, =< ([,m,n) > e

W] =<(l'ym’,n’)>. Abbiamo visto che
rr = Wi=W, < [(,m,n)] =[l',m,n)].

Cio¢ r ¢ parallelela ad " se e solo se presa una terna di parametri direttori di r ed

una terna di parametri direttori di r’, esse sono proporzionali.

5.8 Parametri direttori delle rette di A3(K)

[ parametri direttori di una retta r = [P, W], che sono le componenti di un qualsia-
si vettore non nullo di Wi, risultano quindi gli elementi analitici che caratterizzano
tutta la classe di rette parallele ad r.

Vogliamo determinare i parametri direttori di una retta r di A3(K) a partire dalle

sue equazioni.

Dalle equazioni parametriche. Sia data la retta r di equazione

T =z + It
ro y=1vyo+mt tek.
z2=2zy+nt

La terna di parametri direttori di r ¢ [(I,m,n)].

Dalle equazioni cartesiane. Sia data la retta r di equazione

{ ar+by+cz+d=0

con T a boc =2
dr+by+dz+d =0 Ela v ¢ | 7%
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Il problema consiste nel passare delle equazioni cartesiane a quelle parametri-
che. Occorre dunque risolvere il sistema omogeneo associato, che rappresenta il
sottospazio di direzione della retta r:

ar +by+cz=0
adr+by+dz=0

Le soluzioni, per la Regola dei minori, sono proporzionali a
b c
b

a b
a v

Y

Questi tre valori costituiscono allora una terna di parametri direttori per r. Dunque
se r & data in forma cartesiana, cioé come intersezione di due piani, una terna di

parametri direttori €

a b
a b

5.9 Posizioni reciproche di due rette in A3(K)

Siano r ed s due rette di Az(K). Come abbiamo visto: r e s possono essere sghembe
o complanari. Se sono complanari possono essere incidenti o parallele (distinte o
coincidenti).

Vogliamo ritrovare analiticamente i vari casi supponendo di conoscere le equazioni

cartesiane
ar +by+cz+d=0
2 e P
{ax+by+6z+d:0 (vango 2),
dr+by+dz+d =0 ( 2)
s - — rango 2).
6’$+b,y+6’z+d/:0 &

Esaminiamo il sistema r N s:

ar +by+cz+d=0

ar+by+cz+d=0

dr+by+dz+d =0

E’x+l_9/y+6’z+c_i/ =0
di 4 equazioni e 3 incognite.

Sia A la matrice dei coefficienti del sistema e sia [A|d] la matrice completa.

(a) Se rg[A|d] = 4 allora il sistema non ha soluzioni, per cui r N's = ), quindi

abbiamo due possibilita:
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(a.1) r ed s sono sghembe oppure

(a.2) r ed s sono parallele.
In realta questa seconda possibilita non si puo verificare. Infatti se le
due rette fossero parallele il sistema lineare omogeneo (che rappresenta

le intersezioni dei rispettivi sottospazi direzionali)
ar +by+cz=0
ar +by+cz=0
adr+by+dz=0
a'x —i—l_),y +7z2=0

avrebbe oo! soluzioni (le due rette hanno la stessa direzione) e quindi la
matrice A avrebbe rango 2. Dunque sarebbero nulli tutti i determinanti
dei minori del terzo ordine della matrice A. In tal caso, sviluppando
il determinante di [A|d] con la regola di Laplace, rispetto all’ultima

colonna, si otterrebbe detA = 0, contro I'ipotesi, dunque
(a) rg[A|d] = 4 se e solo se le rette r ed s sono sghembe;

(b) det[A|d] = 0 se e solo se le rette sono complanari. In questo caso, si deduce

immediatamente che:

(b.1) rgA =rg[A|d] =3 <= r,s incidenti;
(b.2) rgA =2, rg[A|d] =3 <= r,s parallele e distinte;

(b.3) rgA =rg[A|d] =2 <= r,s parallele e coincidenti.

5.10 Intersezione e parallelismo tra retta e piano

Siano dati una retta r = [P, V4] e un piano a = [@,V3]. Come abbiamo visto

I'inteserzione r N « puod essere:
e rNa =0 (laretta ¢ parallela al piano);
e rNa=rC a (laretta & parallela al piano);

e N« = {P}, un punto, per cui retta e piano sono incidenti.
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Supponiamo che la retta r abbia parametri direttori [(I,m,n)] e il piano « sia

rappresentato dall’equazione ax + by 4+ cz + d = 0. Allora si ha
Vi=<(l,m,n)>,

Vo ={(z,y,2) : ax+by+cz=0} e

la retta r é parallela al piano « se e solo se V; < V5. Dunque la condizione di

parallelismo retta-piano é
(2.5.2) rla <= al+bm+cn=0.

Supponiamo ora che r sia data in forma cartesiana

. dr+bVy+dz+d =
Sl d"r+Vy+ e +d" =0

Poiché
b/ C/ a/ / a/ b/
l:‘b// 0 m= — a’ no|s M= oy
la condizione (2.5.2) diventa
a b ¢
det | «/ bV ¢ | =0
a// b// C//

e si puod vedere come matrice del sistema

ar +by+cz+d=0
roa : dr+by+dz+d =0 |
'z +Vy+cd'z+d =0

dunque se
a b c
det | / O ¢ | =0 = r]q,
a// b// C//
se

c
det | «/ 0 ¢ | #0 = rna={P}.
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5.11 Fasci di piani in A3(K)

Analogamente a quanto fatto nel piano affine in 4.6, consideriamo in A3(K) due

piani distinti my e m; di equazioni cartesiane
T : apx + boy + coz +dy =0
U 01$+b1y+012+d1 =0.
Definizione 2.16. Si chiama fascio di piani di generatori my e 7, e st indica

con Fry =, la totalita dei piani dello spazio una cui equazione cartesiana é ottenuta

come combinazione lineare delle equazioni di wy e .

Un’equazione cartesiana per il fascio di piani di generatori 7y e m; & pertanto
(2.5.3) Maogz+boy+coz+do)+p(ayz+biy+ciz4+d)) =0, (A p) € K2\{(0,0)}.

Per i fasci di piani in A3(K) valgono considerazioni del tutto analoghe a quelle che
abbiamo fatto nel caso dei fasci di rette in Ay(K) nella sezione 4.6 (e, in generale, la
situazione ¢ analoga per i fasci di iperpiani nello spazio affine A,,(K)), in particolare

é possibile provare il seguente risultato.

Proposizione 2.17. Se ¢ due piani my e m; sono paralleli, allora 1 piani del fascio
Fromy SONO tutti e soli i piani di A3(K) paralleli ai piani generatori. Se i due piani
mo e ™ sono incidenti lungo la retta ro, allora i piani di Fr, -, sono la totalita dei

piant che contengono la retta rg.
Dato un fascio . di equazione
F  Maogx + by + coz + do) + plarz + by +crz+dy) =0

almeno uno tra \ e p ¢ sicuramente diverso da 0, supponiamo per esempio che
sia A # 0. Allora ¢ possibile dividere I'equazione di .% per A e, posto k = u/A,

ottenere
aox + boy + coz + do + k(a1x + by + c12 + dy) = 0, keK,

che si chiama equazione ridotta del fascio .# rispetto al parametro \. Tale

equazione, come gia accadeva per i fasci di rette, di fatto non rappresenta la totalita
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dei piani di .%#, perché avendo supposto A # 0 il piano 71 : a;xz+byy+ciz+d; =0
non & rappresentato per nessun valore di £ € K. Analogamente si puo ridurre

I’equazione di .% se si suppone sia u # 0.

Definizione 2.18. Chiamiamo fascio improprio di piani di sostegno un piano
mo la totalita dei piani di Ag paralleli a my e lo indicheremo con F.,, mentre
chiamiamo fascio proprio di piani di sostegno una retta ro la totalita dei piani

di A3(K) che passano per la retta o, e lo indicheremo con %,,.

E immediato ottenere che un’equazione del fascio improprio di piani paralleli

al planom: ar +by+cz+d=0¢
Fraxr+by+cz+k=0, ke K.

Per determinare un’equazione cartesiana del fascio proprio di piani di sostegno una

fissata retta r & invece sufficiente scrivere un’equazione cartesiana per 7:

Joar+by+cz+d=0
dr+by+dz+d =0

e osservare che le due equazioni che compaiono nel sistema lineare sono proprio

le equazioni cartesiane di due piani distinti che si intersecano lungo la retta r,

pertanto un’equazione ridotta del fascio di sostegno r é

Fr:ar+by+cz+d+k(de+by+dz+d)=0, k e K.

5.12 Stelle di rette e di piani in A3(K)

Definizione 2.19. Si chiama stella propria di rette la totalita delle rette di

A3(K) che passano per un fissato punto Py, detto centro o sostegno della stella.

F immediato osservare che, se Py = (2, 5o, 20), le rette della stella propria di

centro P sono tutte e sole le rette che hanno equazioni parametriche

$:l’0+lt
Y =1yo+mt (I, m,n) € K2\ {(0,0,0}, t € K.
z=2zy+nt

Definizione 2.20. Si chiama stella impropria di rette la totalita delle rette di

A3(K) che sono parallele ad una fissata retta r, detta sostegno della stella.
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Se la retta r ha parametri direttori [({,m,n)], allora le rette della stella

impropria di sostegno r sono tutte e sole le rette che hanno equazioni parametriche

x=ua +1It
y=vy +mt (', 7)) e K3 teK
z=2z +nt

Definizione 2.21. Si chiama stella propria di piani la totalita dei piani di

A3(K) che passano per un fissato punto Py, detto centro o sostegno della stella.

Se mg @ apxr + boy + coz +dy = 0, m : ax+biy+ciz+d = 0e

o Ao + bayy + coz + doy = 0 sono tre piani passanti per Fy e tali che il rango della

matrice
ap by co
ap b
az by c

sia massimo, allora si puo dimostrare che i piani della stella propria di centro F,

sono tutti e soli i piani che hanno equazione
Maox + boy + coz + do) + p(arx + by + c12 + dy) + v(agr + by + coz + dy) =0
al variare di (\, i, v) € K2\ {(0,0,0)}.

Definizione 2.22. Si chiama stella impropria di piani la totalita dei piani di

A3(K) paralleli ad una fissata retta r, detta sostegno della stella.

Se la retta r ha parametri direttori [(I,m,n)] e 7 : ax +by+cz+d =0
¢ un piano parallelo a r, allora vale al + bm + cn = 0. Inoltre (I,m,n) non
sono contemporaneamente nulli, quindi supponendo, per esempio, [ # 0 possiamo
ricavare a = —bm#, dunque i piani della stella impropria di sostegno r hanno

equazione (ridotta)

b
—wx—l—by%—cz%—dzo, (b,c) € K2

Osservazione 2.23. Quando abbiamo introdotto le noziont di fascio di rette e
di piani nei paragrafi 4.6 e 5.11 abbiamo osservato che sono insiemi di oggetti
parametrizzati da un solo parametro in K (purché siamo disposti in alcuni casi a
rinunciare a rappresentare una retta del fascio). Analogamente si potrebbe osser-
vare che le stelle di rette e di piani in A3(K) sono insiemi di oggetti che dipendono

essenzialmente da due parametri liberi di variare in K.



Capitolo 3

Spazl vettoriali metrici

1 Forme bilineari

Definizione 3.1. Dato lo spazio vettoriale V(K) sul campo K, una funzione
b:V xV — K si dice forma bilineare su V se per ogni w,v,w € V e

per ogni k € K:
(a) b(u+v,w) = b(u,w) + b(v, w);
(b) bu,v +w) = b(u,v) + b(u, w);
(c) blku,v) = kb(u,v) = b(u, kv).

Osservazione 3.2. Data la forma bilineare b su V(K), per ogni v € V si ha

b(0,v) = b(v,0) = Okx. Infatti, per ogni uw,v € V si ha
b(0,v) + b(u,v) = b(0 + u,v) = b(u,v).

In generale, per ogni v,w € V si ha b(v,w) # b(w,v); cid giustifica la

seguente
Definizione 3.3. Una forma bilineare b si dice:
- simmetrica se per ogni v,w € V : b(v,w) = b(w, v);
- antisimmetrica se per ogni v,w € V : b(v,w) = —b(w,v).
Una forma bilineare simmetrica viene anche detta prodotto scalare.
Notazione: un prodotto scalare si indica nel modo seguente:

v-w oppure <v,w> .

29
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1.1 Teorema di rappresentazione delle forme bilineari

Sia V' = V,,(K) uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K
e sia # = (ey,...,e,) una base fissata.

Siab : VxV — K una forma bilineare su V e siano
aij:b(ei,ej) i,jzl,...,n

i valori che la forma assume sulle n? coppie di elementi della base 2.

Se

n n
V= E T;€; [§ w = E Yj€;
=1 j=1

sono due vettori qualsiasi di V,(K), allora, ricordando la definizione di forma

bilineare, otteniamo:
n n n n
b(u,v)="b (Z T;e;, Zyjej> = Z z;y;b(e;, e;) = Z Ty
i=1 j=1 ij=1 ij=1
Viceversa, proveremo fra poco che una funzione f: V xV — K del tipo

n

flo,w) =" ayziy;,

i,j=1

con
n n

v = E i€ ; w = E Y;€; e a;; € K
i=1 j=1

¢ una forma bilineare su V' con f(e;, e;) = a;;.

Rappresentazione matriciale. In V,(K), fissata la base & = (ey,...,e,) e la

forma bilineare b : V xV — K, sia
A= [a;;] = [b(ei, e5)] € Mat,(K)

e siano
X1 Y1
=x € K" e | =y e K
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le componenti dei vettori v e w rispettivamente rispetto alla base % (ricordiamo

che x = pz(v) e y = pgu(w)). Allora:

b(v,w) = Z airiy; = @' Ay =

ij=1

a1 ... N AT U1
. asy ... ... Qop
=lx1 ... m,)

ap1 -+ .. Qpp Yn

La matrice A viene detta matrice della forma bilineare rispetto alla base £.

In conclusione, possiamo enunciare il seguente

Teorema 3.4. (di rappresentazione) Siano V = V,,(K) uno spazio vettoriale
di dimensione n sul campo K, A una base di V e, per ogni w,v € V, siano x e
y 1 relativi vettori delle coordinate rispetto alla base AB. Allora, se b é una forma
bilineare su V' risulta

b(u,v) =x" Ay,

dove A ¢& la matrice di b rispetto alla base AB.

Viceversa, per ogni matrice A € Mat,,(K), ponendo
VxV — K
| (wv) — 24y,

st definisce una forma bilineare su 'V .

Dimostrazione. Come abbiamo gia osservato,

b(v,w) = Z aijry; = x' Ay,

ij=1
da cui la prima parte della tesi.

Viceversa, per dimostrare la bilinearita della funzione f, occorre verificare le pro-
prieta della definizione di forma bilineare. Proviamo, per esempio, che per ogni
u,v,w € V risulta

flu+v,w) = flu,w)+ f(v,w).
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Infatti:
flutv,w)=(x+y)Az=x"Az +y" Az = f(u,w) + f(v,w).

Le rimanenti proprieta di f possono essere facilmente verificate in modo analogo

e le lasciamo come esercizio. O

Esempio 3.5. In R* si consideri lapplicazione
R*x R* — R
{ (®,y) > iy — 201Ys + Tays — Tsys
St verifichi che b ¢ una forma bilineare e si scriva la matrice di b rispetto alla base
canonica.
La funzione b é una forma bilineare per il Teorema di Rappresentazione. La matrice

di b rispetto alla base canonica é

1 -2 0 0
0O 0 1 0
4 = 0O 0 0 -1
0O 0 0 O
St ha
CL'TA?J = .. w] Ay y4]T = T1Y1 — 271Y2 + Tay3 — T3Ya.

Se consideriamo un’altra base, la matrice di b cambia: sia B’ la base di R*
B=(e, =(1,01,1), e, =(1,0,0,0), € =(0,1,1,1), €, =(0,0,0,1))

Allora:
b(e/lvell) =0#an

Vediamo come si trasforma la matrice di una forma bilineare per un cambia-
mento di base.
Siab : V xV — K una forma bilineare e sia A la matrice di b rispetto a una

base # = (ey,...,e,) fissata. Per cui

b(v,w) =z’ Ay.
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Rispetto ad un’altra base #' = (el,...,el) sia

b(v,w) =z Ay

Vogliamo esprimere il legame tra A ed A'.
Sia M la matrice del cambiamento di base da # a #', cioé € = Mx' e y = My'.
Quindi

Ay = (Mz') TAMy') = " MTAMy/,

dunque

A= MTAM,
con M matrice n X n invertibile.

Definizione 3.6. Due matrici A, B € Mat,,(K) si dicono congruenti se esiste

una matrice invertibile M tale che B = MTAM.

Questa relazione di congruenza ¢ una relazione di equivalenza in Mat, (K).
Quindi matrici che rappresentano la stessa forma bilineare rispetto a basi diverse
sono congruenti, equivalentemente, una forma bilineare su V,(K) individua una

classe di congruenza di matrici.

2 Prodotti scalari e forme quadratiche

Definizione 3.7. Un prodotto scalare su V ¢ una forma bilineare simmetrica
b : VxV — K.

Si indica anche con v - w = b(v, w).

Teorema 3.8. Una forma bilineare b : V, x V,, — K & simmetrica se e solo

se la sua matrice A (rispetto ad una base qualsiasi) é simmetrica.

Dimostrazione. Sia & = (ey,...,e,) una base di V,, fissata.
(=) Supponiamo che b sia un prodotto scalare. Il generico elemento della matrice
Ae

@ij = b(ei, €j>.
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Per ipotesi b(e;, e;) = b(ej, e;), cioé a;; = aj; per ogni i, = 1,...,n, per cui
A=AT.
(«<=) Supponiamo che la matrice A della forma bilineare b sia simmetrica. Se
v=>" weew=)y . ye;siha
b(w,v) =y Az = (y"Ax)" = 2" ATy = 2" Ay = b(v, w).
Dunque b ¢ un prodotto scalare. [l
Seb : VxV — K éun prodotto scalare su V', possiamo considerare la

seguente applicazione:
V — K
¢ { v — q(v):=b(v,v)
L’applicazione ¢ viene detta forma quadratica associata al prodotto scalare
b.
In V,,(K), fissata la base £, per ogni v € V'

n

2 : T 2 2
q('v) = aij]}ﬂ?j =X AIB = Q1174 =+ 2@121‘11’2 + 2(1131’1?1)3 + -+ Ann .,

ij=1
cio¢ la forma quadratica, applicata alle componenti di un generico vettore, ¢ un
polinomio omogeneo di secondo grado nelle variabili x4, ..., x,. Diremo che tale

polinomio rappresenta la forma quadratica q nella base 2.

Proposizione 3.9. Nelle notazioni precedenti, la forma quadratica associata a b

gode delle sequenti proprieta:
(a) per ogni X € K, per ogniv € V : q(Av) = Nq(v);
(b) per ogni v,w €V : 2b(v,w) = q(v + w) — q(v) — q(w).
Dimostrazione.
(a) E conseguenza immediata dell’assioma (c) di (3.1).
(b) Siano v,w € V. Allora
q(v+w) —q(v) — q(w) =b(v+w, v+ w) — b(v,v) — b(w,w) =

= b(v,w) + b(v, w) = 2b(v, w).
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]

Se il campo K ha caratteristica diversa da 2, allora una forma quadratica q
individua univocamente la forma bilineare simmetrica b a cui é associata perché
b si esprime per mezzo di ¢ come b(v,w) = 1(¢(v + w) — ¢(v) — g(w)). Dunque
¢ equivalente assegnare su V(K), con charK # 2, una forma quadratica ¢ o una
forma bilineare simmetrica b, che viene detta forma bilineare polare della

forma quadratica gq.

Definizione 3.10. Chiamiamo spazio vettoriale metrico uno spazio vettoriale
V(K) su cui é assegnata una forma bilineare simmetrica b (o “”’). Denoteremo
tale spazio con (V(K),b) oppure con (V(K),-). Se charK # 2 denotiamo lo spazio

vettoriale metrico anche con (V(K),q) e lo chiamiamo spazio quadratico.

2.1 Ortogonalita

Sia (V(K), -) uno spazio vettoriale metrico.

Definizione 3.11. Due vettori v,w € V sono ortogonali se
v-w=w-v=0.

In tal caso scriveremo v L w.

Osservazione 3.12. Per ogniv € V si ha 0 L v.

Definizione 3.13. Sia A C V un sottoinsieme non wvuoto di vettori. Si dice

complemento ortogonale di A, e si denota con A+, linsieme
At={veV :vlw YweAl={veV : v-w=0, YVwec A},

cioe A+ ¢ linsieme di tutti i vettori dello spazio V ortogonali a tutti i vettori di

A.

Osservazione 3.14. Se A = {0}, allora il suo complemento ortogonale ¢ 0+ = V.
Se A =V, allora V* ¢ linsieme dei vettori ortogonali ad ogni vettore di V. V+

st chiama anche radicale dt V e naturalmente contiene 0.
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¢

Definizione 3.15. Diremo che il prodotto scalare ¢ non degenere o regolare

quando V+ = {0}. In caso contrario, lo definiremo degenere.

Definizione 3.16. Dato un vettore v # 0 si dice che v é un vettore isotropo
se v L v o, equivalentemente, se q(v) = 0; in caso contrario, diremo che v ¢
anisotropo.

1l vettore O non é né isotropo né anisotropo.

Definizione 3.17. Diremo che lo spazio vettoriale metrico (V,-) ¢ isotropo
se contiene un vettore isotropo, altrimenti diremo che é anisotropo, ovvero che

Ty

¢ anisotropo. Lo stesso vale per ogni sottospazio di V.
Teorema 3.18. Sia A un sottoinsieme non vuoto di V(K). Allora:
(a) AL ¢ un sottospazio vettoriale di V(K);
(b) At =<A>+.
Dimostrazione.

(a) Il vettore nullo appartiene ad A+, per cui At # (). Usiamo il Criterio di
riconoscimento dei sottospazi: siano vqy,vy € Al e siano «,3 € K. Per
ogni w € A: (awv; + fvs) - w = avy - w + fvy - w = 0+ 0 = 0. Quindi
av, + Pv, € AL,

(b) Sia v €< A>", cioé v ¢ ortogonale a tutti i vettori di <A>D A, quindi v &
ortogonale a tutti i vettori di A. Dunque v € AL,
Viceversa proviamo che A+ C< A >+, Sia v € AL, Allora Vw € < A >,
poiché¢ w = \jw; + ---+ \w, con wi,...,w, € A, siha v -w =

v-(Mwy+ -+ Ahw)= v w + -+ v w, =0,

Osservazione 3.19. Il punto (b) del Teorema precedente viene usato per deter-

minare il complemento ortogonale di un insieme di vettori A fissato:
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si considera il sottospazio W =< A > e se ne determina una base By .

percio

At =< A>t=< By >= By,

cioé si calcola il complemento ortogonale dei vettori della base di W.
Esempio 3.20. In R3? si consideri il prodotto scalare

T-Y = T1Y2 + T2Y1 + T3Y3.

Si determini AL, posto

1 1 1 0
A = 0, -1 |, 11, —1
1 2 0 1
Poiché
1 1
<A> = <’Ul = 0, vo= 1 > ,
1 0
allora

At ={zcR® : v, L, vy Lx}=

={xeR® : o+a3=0 e 1+, =0} =<[1 -1 1]7>.
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Risulta

I punto (b) del Teorema precedente ha anche la seguente notevole conseguen-

zZa:

Teorema 3.21. Sia (V,(K),-) uno spazio metrico di dimensione finita n e sia

e

B = (ey,...,e,) una sua base rispetto a cui al prodotto scalare

sia associata

una matrice (simmetrica) A € Mat,,(K). Se indichiamo con T [’endomorfismo di

Vo (K) rappresentato dalla matrice A rispetto alla base B, risulta
VvVt =KeT

e dunque

dimV+ = n — rgA.
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Dimostrazione. Per il punto (b) del Teorema precedente si ha V1t = %+ (si veda

I’Osservazione 3.19), per cui per ogni v € V si ha
veVt «—= vePBt —= e-v=0Vi=1,...,n

— elAx=0Vi=1,...,n,

dove = p4(v).

Dunque V* = Ker(p,,' o L4 0 pgz) = KerT e risulta dimV+ = n — rgA. O

Poiché il sottospazio V' e la sua dimensione non dipendono dalla base scelta

X2

ma solo dalla forma bilineare , anche il rango r della matrice che rappresenta

[XR2]

rispetto ad una qualsiasi base € un invariante, detto rango della forma bi-

[ASR2

lineare Quindi matrici congruenti hanno lo stesso rango (si veda anche |1,

Proposizione 5.3 (2), pag. 69]).

Risulta, in particolare, che V1 = {0} se e solo se n = r, se e solo se detA # 0, cioé

e

il prodotto scalare ¢ non degenere se e solo se la matrice che lo rappresenta

rispetto ad una base qualsiasi ¢ non singolare.

Esercizio 3.22. Si consideri in R* il prodotto scalare

T Y =Ty — T2Y2 + T1Y3 + T3Y1.
- Si dica se tale prodotto scalare e degenere oppure no.
- Se A ¢ il sottospazio di equazione 2x1 — xo + x3 = 0, determinare A*.
Esercizio 3.23. Si consideri in R* il prodotto scalare
x -y = 2(T1y3 + T3y1) — T3Y3.
- Si determini il radicale (R*)*.

-Se A={[r; my w3 2T ER* : mitay—a35=0 e x9— 124 =0}, 8

determinino A+, AN A+, A+ At
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Esercizio 3.24. Si consideri in R? il prodotto scalare

x -y = 3r1y1 — (T1y2 + Tay1) + 2222 + 2(22ys + 2312).

- Si determini la matrice A del prodotto scalare rispetto alla base canonica di

R3.
- Si determini (R3)*.
Proprieta dei vettori isotropi e anisotropi.
Sia dato uno spazio vettoriale metrico (V,,(K), -). Vediamo ora come si possano

ottenere delle utili decomposizioni ortogonali dello spazio V = V,,(K).

Proposizione 3.25. (a) Se un vettore v € V ¢ isotropo, allora il sottospazio
generato da v € totalmente isotropo, cioe consiste di vettori isotropi e del

vettore 0;
(b) se un vettore v # 0 & anisotropo, allora per ogni w € V' possiamo scrivere:

w:%v+(w_%v),

n cul wy = %’0 ¢ proporzionale a v e viene detto la protezione ortogo-
nale di w sul sottospazio generato da v ¢ wy == w — %’u ¢ ortogonale

av;
(¢) per ogni vettore anisotropo v # 0 si ha
V=<v> @ v
Dimostrazione.
(a) Perogni k€ K : kv-kv=Fk*(v)=k*0=0.

(b) Proviamo che ws L v. Infatti

w - v
wg-'v:(w— v)-v:w-v—'w-'vzo.
q(v)
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(c) Siav € V, v # 0 anisotropo. Se w € V, si ha w = w; + wq, w; E<v> e
wy € v+, quindi V =<v> + vt

Inoltre, essendo v anisotropo, <v> Nwvt < <v>, quindi <v> Novt = {0}.

O

Definizione 3.26. Nelle notazioni della Proposizione precedente, chiamiamo coef-

ficiente di Fourier di w rispetto a v lo scalare

Nella dimostrazione della proprieta (c) della proposizione precedente abbiamo
utilizzato il fatto che che, per un vettore anisotropo v € V, <v> N v+ = {0}, ed
anzi si verifica subito che questa condizione caratterizza i vettori anisotropi.

La proprieta (c) si puo in realta estendere considerando, anziché un vettore ani-
sotropo, un intero sottospazio U tale che U N U+ = {0} : un sottospazio U di
uno spazio vettoriale metrico (V) che goda di questa proprieta viene detto sotto-
spazio regolare (ed infatti in questo caso U risulta regolare come spazio metrico

rispetto al prodotto scalare - ad esso ristretto).

Si puo pertanto dimostrare il seguente

Teorema 3.27 (della somma diretta ortogonale). Sia U C V,,(K) un sotto-
spazio regolare. Allora

VoK) =UaU".

Da cui si ottiene:
(a) n = dimU + dimU~;

Inoltre, se (V,(K),-) é regolare,

(b) (UH)t =U.
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3 Basi ortogonali o diagonalizzanti

Definizione 3.28. Una base # = (ey,...,e,) dello spazio vettoriale metrico

(V.(K), ) si dice ortogonale o diagonalizzante rispetto al prodotto scalare

se per ogni i, = 1,....,n con i # j, vale:

€; 1 €;, c1oé €; € = 0.

e

E evidente che, se Z ¢ una base ortogonale, allora la matrice di rispetto

a % assume la forma

a1 0 0
A — 0 929 0 0 e
0 0 Ann

n
Vw = E A5 T:Yi,
i=1

quindi la relazione di ortogonalita tra vettori si esprime in modo pitu semplice.

Teorema 3.29 (Esistenza di basi ortogonali). Ogni spazio vettoriale metrico
(Vo(K),-) di dimensione positiva sopra un campo di caratteristica diversa da 2

ammette una base ortogonale.

Ovvero ogni matrice simmetrica A € Mat,(K) con charK # 2 ¢é congruente a una
matrice diagonale.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla dimensione n di V.

Se n =1 la proprieta é banalmente vera.

Sia vera per m e proviamo che allora & vera per n + 1. Se V+ = V, rispetto a

[AR2]

qualunque base la matrice di ¢ la matrice nulla, quindi diagonale. Sia allora

VL #£ V. Allora esiste un vettore ey € V tale che q(eg) # 0, cioé ey ¢ anisotropo.

Se infatti la forma ¢ fosse identicamente nulla su tutto V', per la (b) di (3.9) tale

[

risulterebbe anche il prodotto scalare Dalla Proposizione precedente segue

che
V=<e> & eé,
da cui dimeg = n.

Per l'ipotesi induttiva (eg,-) ammette una base ortogonale %, := (ey,...,e,).
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Allora B := By Ueg = (eyq,...,€e,,€q) & una base di V.
Inoltre per ognii =1,...,n si ha ey-e; =0, perché e; € ef eperi,j=1,...,n
con i # j si ha e; - e; = 0 perché la base %, ¢ ortogonale.

In conlusione & ¢é una base ortogonale per V =V, (K). O

Vediamo ora che, se si considerano, in particolare i casi K = R e K = C,
si possono ottenere risultati ancora pit precisi: le cosiddette forme canoniche.

Notazione: per ogni r > 0 indichiamo con [, la matrice identica di ordine 7.

Teorema 3.30. Sia K un campo algebricamente chiuso di caratteristica diversa da

2 (per esempio K = C) e sia (V,(K),-) uno spazio vettoriale metrico. Allora esiste

Iy

rispetto alla quale la matrice sia della forma

o~ [41]

Equivalentemente, ogni matrice simmetrica di rango v a coefficienti in K é con-

una base diagonalizzante per

gruente alla matrice D
Dimostrazione. Per il Teorema di esistenza di basi ortogonali, esiste in V,,(C) una
base % := (ey,...,e,) rispetto alla quale, a meno di un riordinamento dei vettori,

(e

assume la forma:

A |0 "
A:[O O}’ dove A, = )

la matrice di

a”"T
conr=rgAea; #0perognii=1 ... r.
Cio vuol dire che per ognii=1,...,r
e e =a; #0.
Ponendo,
. €;
per i=1,...,r, e, = ,
Qi

si ottiene che &' := (€),...,€e.,e.41,...,€,) & ancora una base ortogonale per

V', rispetto alla quale la matrice del prodotto scalare ¢ ancora diagonale, con

coeflicienti
e. .eA
! / ! T T y
a; = e, - e, = =1 per 1 =1,...,7,
Qg
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/ .
a; = a; =0 per i=r+1,...,n.

Teorema 3.31 (Teorema di Sylvester). Sia (V,(R),-) uno spazio vettoriale
metrico. Allora esistono un intero non negativo p < r, dove r é il rango di
“.”(dipendente solo da ““”’), e una base diagonalizzante rispetto a cui la matrice

di ““7" sia della forma

L o |o
D= |0[-I_]0
0] 0 |0

Equivalentemente, ogni matrice simmetrica reale A di rango r & congruente a una
matrice diagonale del tipo di D con p dipendente solo da A.

Dimostrazione. La dimostazione ¢ analoga a quella del Teorema precedente, con

la differenza che, essendo sul campo reale, dovremo porre, per ¢t =1,...,r
/ €; ' €; . .
e, = se a; >0, e, = altrimenti.
Qi — Qg

Definizione 3.32. Nelle notazioni del Teorema precedente, definiamo p indice

di positivita, r — p indice di negativita e la coppia (p,r — p) segnatura.

Osservazione 3.33. [l Teorema di Sylvester vale, piu in generale, nel caso di uno
spazio vettoriale metrico su un campo euclideo, se per campo euclideo si intende

un campo ordinato in cui i quadrati sono tutti e soli gli elementi positivi o nulli.

Definizione 3.34. In questo caso, considerando la forma quadraticaq: V — K

associata a ““’’, diremo che il prodotto scalare (o la forma quadratica) é
- definito positivo se Vv € V* : ¢q(v) > 0;
- definito negativo se Vv € V* : q(v) <0;

- semidefinito positivo se Vv € V* : q(v) > 0;



74

- semidefinito negativo se Vv € V* .

- indefinito altrimenti, cioé se Jvy, vy €V
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q(v) <0;

tq(v1) <0 <g(v2).

Se V' = V,(K) & di dimensione finita sul campo euclideo K, a ciascuno dei

casi sopra citati corrisponde una determinata forma canonica e una determinata

segnatura per il prodotto scalare (o per la forma quadratica):

Forma quadratica Forma canonica Segnatura
definita positiva glx) =ai+ - +a22 (n,0)
definita negativa qglx) = —a? — - — 22 (0,n)

semidefinita positiva qglx)=xi+--+22 r<n (r,0)

semidefinita negativa qlx) = —af — - — 2?2 (0,7)

indefinita glx) =i+ -+, —a5,, — - (p,7 —p)

Corrispondentemente, abbiamo la stessa terminologia per le matrici simmetriche

reali (o, pit in generale, su un campo euclideo K).

Esempio 3.35. Su R? si consideri la forma bilineare
b((z1,2), (Y1, Y2)) = 321y1 + T1Y2 + Tays — Tays.

- Vediamo che e un prodotto scalare.

Scriviamo la matrice associata a b:
3 1
A —
Poiché A é simmetrica, b ¢ un prodotto scalare.

- Proviamo che ¢ indefinito.

q(x) = b(xz,x) = 311 + 20179 — 75
q(0,1) ==1<0 e ¢q(1,0)=3>0,
quindi q & indefinita, ovvero b & indefinito.
In generale ci chiediamo se esistano criteri per stabilire il ‘“‘segno’” di una

forma quadratica reale, semplicemente studiando la sua matrice (rispetto a una

base fissata). Vale il seguente
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Teorema 3.36. Una matrice simmetrica reale A € Mat, (R) e definita positiva
(risp. megativa) se e solo se tutti i suoi autovalori sono positivi (risp. negativi),
semidefinita positiva (risp. semidefinita negativa) se e solo se tutti gli autovalori

sono non negativi (Tisp. non positivi).
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Capitolo 4

Spazi Vettoriali Euclidei

Definizione 4.1. Uno spazio vettoriale reale V(R), dotato di prodotto scalare ““”’

definito positivo si dice spazio vettoriale euclideo (V(R),-).
Dalla Definizione segue subito che:
- V1 ={0} ovvero (V,-) ¢ non degenere;
- q¢(v) =0 < v =0, ovvero (V,-) ¢ anisotropo.

Un prodotto scalare definito positivo viene anche detto prodotto scalare eucli-
deo.

Vediamo ora che ogni prodotto scalare euclideo permette di introdurre in uno spa-
zio vettoriale reale tutte le nozioni di natura metrica, e cioé , oltre all’ortogonalita,

anche la lunghezza di un vettore e ’angolo tra due vettori.

1 Nozioni metriche

1.1 Norma o lunghezza

Poiché g(v) > 0 per ogni v € V(R), possiamo considerare la funzione norma

e {V(R) —  RTuU{0}
' v — ol =Voe

Definizione 4.2. Si dice versore un vettore v € V(R) di norma unitaria, cioé

tale che ||v|| = 1.

7
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Osservazione 4.3. Se v € V*, seque subito dalla Definizione di norma che
lv|| > 0, quindi si puo definire il vettore

w— v
loll’

detto il versore di v: risulta infatti
1
Jull = 7 [lv]l = 1.
o]l

Dati due vettori v,w € V(R)* diciamo che v e w hanno la stessa direzione
se w = kv e hanno lo stesso verso se k£ > 0, verso opposto se k£ < 0.
Quindi ﬁ ¢ un vettore che ha la stessa direzione e lo stesso verso di v. Anzi,
al vettore v possiamo associare due versori, uno opposto all’altro, cioé rispettiva-

mente

v v

— e - —.
]l ]l

Proposizione 4.4. Per ogni v,w € V(R) e per ogni k € R, valgono le sequenti

proprieta:
(a) ||v]| >0 e||v]| =0 se e solo se v =0;
(b) [[kv = |k[ [Jv];
(¢) |v-w| <|v||w| (disuguaglianza di Schwartz);
(d) ||lv+ w| < |v] + ||lw| (disuguaglianza triangolare).

Le dimostrazioni dei punti (a) e (b) sono immediate conseguenze della De-
finizione di norma. Per i punti (c) e (d) si rimanda, per esempio a [1, pagg.

210-211].

Osservazione 4.5. Dati v, w € V(R), se v & un versore il coefficiente di Fourier

di w rispetto a v (si veda pagina 70) é a,(w) = v - w.
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1.2 Angolo

Siano v, w € V(R)*, per la disuguaglianza di Schwartz si ha:

|v - wl <1
o] [|w]]
da cui
1< Y
o] [Jw]

Allora esiste uno ed un solo numero reale « € [0, 7| tale che

v-w
cosq = ————,
[o]] f|lwl]
per cui
v-w = ||v|| ||w|| cos a.

1.3 Proiezione ortogonale

Riprendendo la decomposizione di un generico vettore w € V rispetto ad un

vettore anisotropo v € V', vista a pagina 69, abbiamo:
vw < v-w )
w = v w — v .
q(v) q(v)

v -w v -w
wp = v € Wy =W —
q(v) q(v)

Il vettore w1, che ¢ detto proiezione ortogonale di w su v, risulta avere norma

Poniamo

v.

2 Sviluppi algebrici

Negli spazi vettoriali euclidei di dimensione finita il Teorema di esistenza di basi
ortogonali si specializza in un teorema piu forte, che fornisce addirittura un al-
goritmo per trasformare una base qualunque in una base ortogonale: questo ¢ il
processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt. Da una base ortogonale,
normalizzando i vettori, si ottiene subito una base ortonormale, cio¢ una base

ortogonale costituita da versori, rispetto alla quale il prodotto scalare euclideo é



80 CAPITOLO 4. SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI

rappresentato dalla matrice identica I,, di ordine n. Si ritrova cosi il risultato gia
espresso dal Teorema di Sylvester (3.31) per il caso p = r = n (segnatura (n,0)),
che si pud enunciare come segue:

ogni prodotto scalare euclideo su uno spazio di dimensione finita V,,(R) puo essere
rappresentato dalla matrice identica I,,.

Equivalentemente, ogni matrice reale simmetrica definita positiva A € Mat,(R) ¢é
congruente alla matrice identica I, .

Introdurremo infine le matrici ortogonali che hanno un doppio ruolo in (V,(R), -):

- esprimono il passaggio da una base ortonormale ad un’altra, pure ortonor-

male;

- rappresentano gli automorfismi di V,,(R) che conservano il prodotto scalare
(isometrie).
2.1 Processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmitd

Teorema 4.6. In uno spazio vettoriale euclideo (V,(R),-) sia B = (e1,...,e,)

una base. Allora la successione

(S5 &
el =e e, = ey — Le!
L T e !
6/—6 _en e;hle/ _.___en e/16/
T (e ) M gler)

¢ una base ortogonale di (V,,(R),-).
Per la dimostrazione si veda, ad esempio, |1, pag. 213].

2.2 Basi ortonormali

Definizione 4.7. Una base & = (ey,...,e,) di (V,(R),) si dice ortonormale

se:
(a) |le;|| =1 per ognii=1,...,n;

(b) e;-e;=0perognii,j=1,...,n coni# j.
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Osservazione 4.8. Se £ ¢ una base ortonormale, la matrice del prodotto scalare

rispetto a B é

e -e; e -ey ... e1-€, 1 0O ... 0
A — €92 - €] _ 0 1 :]n
e, e ... e,-e, o ... ... 1

e, sev=>y " rie; e w=y. . ye;, alora

U'wzzxiyz‘=$1y1+"'+$nyn e
i=1

xi+ -l

Teorema 4.9. Uno spazio vettoriale euclideo (V,,(R),-) ammette sempre una base

ortonormale.
Dimostrazione. Basta prendere una base ortogonale # = (ey,...,e,) e conside-
B — (e _en_
rare 4 = (IlelH""’ Henll)' O
Riassumendo:
- Se ¢ ¢ un prodotto scalare definito su V,,(K), allora & sempre possibile

determinare una base (ortogonale) per cui
n
vow = Zaiﬂiz‘yz‘ = a1T1Y1 + -+ ApTpYn.
i=1
- Se ¢ & un prodotto scalare euclideo su V,(R), allora & sempre possibile
determinare una base (ortonormale) per cui
n
V-ow = Z%% =Tyt Taln.
i=1
Osservazione 4.10. Quando in R™ consideriamo il prodotto scalare euclideo

Zy N hn
: =yt Y =2y =[x

Tn Yn Yn
lo chiameremo prodotto scalare standard. Rispetto ad esso la base canonica di

R™ ¢ ortonormale.
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2.3 DMatrici ortogonali

Definizione 4.11. Una matrice A € Mat,,(K) si dice ortogonale se A~' = AT

Esempio 4.12. La matrice

cosa —sino
sine  cos«

¢ ortogonale, infatti la sua inversa conincide con la trasposta.

Proposizione 4.13. Se A € Mat,,(K) ¢ una matrice ortogonale, allora
detA = +1.
Dimostrazione. Per ipotesi AT A = I,,. Passando ai determinanti si ha
1 = detl, = detA” A = detA detA” = (detA)?,

quindi detA = +1. O

Le matrici ortogonali hanno un ruolo fondamentale negli spazi vettoriali

euclidei. Innanzi tutto, tale ruolo é evidenziato dal seguente

Teorema 4.14. In (V,(R),-), siano # = (ey,...,e,) e B = (e),...,el) due
basi ortonormali e sia H € Mat,(R) la matrice del cambiamento di base. Allora

la matrice H é ortogonale.
Dimostrazione. Risulta: I, = H'I,H = H"H, da cui H~' = H”. O

Per la Proposizione (4.14), le formule che danno le componenti dei vettori

rispetto a due basi ortonormali & e %4’ diventano pit semplici:
x=Hx' ' =H'x.

Un altro aspetto del ruolo assunto dalle matrici ortogonali ¢ espresso attraverso il

concetto di isometria:
Definizione 4.15. In (V,,(R),-), un automorfismo T si dice isometria quando
per ogni. v € Vo(R)  siha [T (v)]| =[],

OvVVETO

per ogni v,w € V,(R) siha T(v) - T(w)=v-w.
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E immediato verificare che le due condizioni sono equivalenti (esercizio).

Osservazione 4.16. L’insieme di tutte le isometrie di (V,(R),-) & un gruppo

rispetto alla composizione di funzioni, denotato con O(V,,) = O, (V).
Dalla Definizione di isometria e dal Teorema (4.14), segue il
Teorema 4.17. Sia T € End(V,(R)), allora sono fatti equivalenti:
(a) T & una isometria;
(b) T trasforma basi ortonormali in basi ortonormali;

(¢) la matrice della rappresentazione scalare di T rispetto ad una qualsiasi base

ortonormale & ortogonale.

Dunque una matrice ortogonale H € Mat, (R) si pud interpretare, relativa-

mente a (V,,(R),-), come la matrice che rappresenta
- un cambiamento di base ortonormale;

- Papplicazione di un’isometria ai vettori di V,,(R) riferiti ad una base orto-

normale.

3 Isometrie di (R?, ")

Vogliamo ora determinare il gruppo @»(R) di tutte le isometrie di R? rispetto al
prodotto scalare standard.

I1 problema si riconduce a determinare tutte le matrici ortogonali A € Mats(R),
cioé tali che AT = A~!, ovvero ATA = I,.

Se A = [a;;], tale relazione si traduce in

2 2

aj, + ay apiaiz +asax | |1 0
2 2 = .

ap1aiz + asage afy + A3 01

Cio equivale a richiedere che esistano due angoli ¥, ¢ € R tali che

a1 = cosv, (91 = sin ¥, a1p = sin g, (99 = COS P
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e inoltre
0 = cos¥sin + sin ¥ cos ¢ = sin(J + ¢).
Quindi
p = -1, oppure p=m—"1.
Corrispondentemente, la matrice A é necessariamente di uno dei due tipi seguenti:

costy sin?
sin? —cosd |-

costy —sind

Ry = {sinﬂ cos

1, oppureSy = {

Possiamo interpretare geometricamente le isometrie corrispondenti alle matrici Ry

e Sy come segue.

(Ry) Siax = (r1,79) € R% Se1) ¢ angolo tra il vettore e e il vettore z, possiamo
scrivere

x1 = ||x|| cos ) e xo = ||| sin .

Allora, applicando Ry, si ottiene

R | |l=|l (cos¥ cosyp —sindsiney) | | ||| cos(d + )
o(@) = |lz]| (sin® cosip + cos¥sine) | | || sin(d +v) |’

cioé Ry(x) ¢ il vettore che ha la stessa norma di « e che forma con e; I’angolo
¥ + 1, in altre parole Ry rappresenta la rotazione di angolo ¥ (in senso
antiorario).

In particolare, se ¥ = m, allora

-1 0
w9 A

rappresenta la simmetria centrale: R, (x) = —.

(Sy) Riguardo a Sy, notiamo prima di tutto che,

1 0
= lo 4]

e per ogni (r1,7) € R? si ha

— se ¥ = 0, allora

So(z1,22) = (1, —22),

quindi Sy rappresenta la simmetria rispetto a <e; >, 'asse delle zy;
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— se ¥ = m, allora
=10
e per ogni (z1,7) € R? si ha
So(x1, ) = (—w1, x2),
quindi S, rappresenta la simmetria rispetto a <e,; >, l'asse delle z».

In generale, si puo calcolare che

1 0
0 —1}1“

rappresenta la simmetria rispetto a < ey >, dove ey € un vettore che forma

5219 = R19|:

I’angolo ¢ con e;. Risulta:
Ve e¢R* : (x— Syz) L ey.

In conclusione, le isometrie di (R?,-) rispetto al prodotto scalare canonico sono
tutte e sole le rotazioni e le simmetrie rispetto a sottospazi unidimensionali (rette

vettoriali).

4 Il Teorema spettrale

Sia (V(R), ) uno spazio vettoriale euclideo.

Definizione 4.18. Un endomorfismo T € End(V) si dice endomorfismo sim-

metrico o autoaggiunto di (V(R),-) se per ogni v,w € V si ha
Tw) w=v- -T(w).

Proposizione 4.19. Un endomorfismo T di (V,,(R),-) & simmetrico se e solo se

rispetto ad una base ortonormale si rappresenta mediante una matrice simmetrica

A € Mat, (R).

Dimostrazione. Siano v,w € V e sia A la matrice dell’endomorfismo T rispetto a

una base ortonormale. Allora

Tw) w=(Azx)'y=2"ATy e v -T(w)=2a"Ay.
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Le due espressioni sono uguali se e solo se A = AT, m

Lemma 4.20. Sia A € Mat,(R) una matrice simmetrica reale. Allora il suo

polinomio caratteristico ha tutte le radici in R.

Dimostrazione. Poiché la matrice A € reale, essa coincide con la sua complessa

coniugata A, quindi
Ax =\ <= AT = \T < AT = )\7,
da cui
Aelx=2"(\x) =2  (Az) = (T A)z = (Ax) 'z = \2)'z = N2’z

dunque A = \. [l

Lemma 4.21. Sia T € EndV un endomorfismo simmetrico di (V(R),+). Se A e
p sono autovalory distinti di T', allora gli autospazi ad essi relativi Vy e V), sono

ortogonali.

Dimostrazione. Siano v € V), w € V. Si ha
AMv-w)= - w=Tw) - w=v -T(w)=v-pw = pv- - w),

da cui, essendo \ # u, segue v - w = 0. O]

Teorema 4.22 (Teorema Spettrale).

Ogni endomorfismo simmetrico di (V,(R),-) ammette una base ortonormale

di autovettorsi.

IT FORMA | Ogni matrice simmetrica reale é ortogonalmente simile a una matrice diago-

nale.
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Ogni forma quadratica ¢ : V,, — R ammette una base diagonalizzante

¢

ortonormale rispetto a

La dimostrazione del Teorema Spettrale, enunciato nella I forma, si basa sul
Lemma (4.20) e sull’induzione, per provare che ’endomorfismo simmetrico ¢ dia-
gonalizzabile. Come gia sappiamo, la base diagonalizzante puo essere presa orto-
normale, ed in tal caso essa verra chiamata base spettrale per I’endomorfismo

simmetrico.
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Capitolo 5

Spazi Affini Euclidel

Definizione 5.1. Si dice spazio affine euclideo di dimensione n sul campo
reale, uno spazio affine Aot (V,(R),-),a] in cui (V,(R),-) é uno spazio vettoriale

euclideo (cioé con prodotto scalare ““’’ definito positivo). Lo si indica con E,(R).

L’esistenza di un prodotto scalare definito positivo ci permette di introdurre

tutti i concetti metrici in tale spazio.

1 Distanza e angoli in E,(R)

Definizione 5.2. Se P, P, € E, si definisce loro distanza il numero reale non
negativo

d(Py, Py) = ’ PP,

Proposizione 5.3. Siano Py, P, P; € E,,. Valgono le sequenti proprieta:
(a) d(Py, P2) =0 se e solo se Py = Py;
(b) d(Pr, P2) = d(Ps, P1);
(c) d( Py, P3) < d(Py, P2) + d(Pz, P3).
Dimostrazione.
(a) d(P,,P) =0 <= HPTPQH —0 —= PR=0 < P =P,

(b) d(Pi, Py) = ‘ PP,

PP, \

=[=rAf=1-

- |

‘ — d(P,, P)).

89
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(c) Poniamo vy =P,P3, vo =P, P;, vy =P, P5. Per le proprieta degli spazi affini,
si ha
Vo :P1P3:P1P2+P2P3: ’Ug—l—’l)l.
Per la disuguaglianza triangolare della norma
PPy

| PP = ool = llog + vl < Jlosll + o]l = | PPy

|

Y

da cuil

d(Py, Ps) < d(Py, Py) + d( P, Ps3).

]

Se si considera una retta r = [P, V] in E,(R), nel sottospazio V; esistono
esattamente due versori, I'uno opposto all’altro: v; e vo = —wvy: diremo che
ciascuno dei due versori individua un verso sulla retta r e la coppia costituita

dalla retta r e da uno dei due versori verra detta retta orientata (r,v;), per

i=1,2.

Definizione 5.4. Siano r ed r’ due rette di E,(R). Dicesi angolo fra le due rette
l’angolo fra una coppia di vettori non nulli che appartengono ai due sottospazi

1-dimensionali che individuano le rette date.

Siano
r=[A, V1], r'=[B,V}], con V; =<wv; >, Vi =<v]>.

Quindi, per definizione,

— kv - k'v' kk v v-v

cosrr’ = = =+———
[kl [F]| - [k[E ol [l ol ]

Le due rette definiscono allora due angoli @ ed o' tali che
cosa’ = —cosa 0<a<m,

dunque

a+o =m,
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cioé due rette individuano due angoli supplementari. L’angolo sara invece univoca-
mente determinato se si considera ciascuna delle due rette orientata. In particolare,
due rette parallele determinano un angolo nullo o piatto, a seconda del verso che

si considera su ciascuna di esse.

Osservazione 5.5. In base alla Definizione, I’angolo (o il suo supplementare) fra
due rette r ed s dipende solo dalle direzioni delle due rette, e quindi non varia se

si sostituiscono r ed s con due rette v’ ed s', conr' || r ed s' || s.

Definizione 5.6. Due rette r ed r' sono ortogonali se [’angolo ! = /2.

Proposizione 5.7. Siano r = [P, V1], s = [Q, W1] due rette di E,(R). Allora
rls <= Vi CW (equivalentemente W, C V5.

Dimostrazione.

rls<=cosrs=0<= v w=>_0

per ogni v € V", w € W{. Dunque ogni vettore di V; € ortogonale ai vettori di

Wi, per cui V; C Wit [l

Osservazione 5.8. In dimensione 2, si ha dim Wi = 1, quindi
rls <= V=W

In dimensione maggiore di 2, invece, l'inclusione ¢ propria perché dim Wi =

n—1>1=dimV.

2 Ortogonalita in Ey(R)

Come abbiamo appena osservato, se r = [P, Vj],s = [@,W;] sono due rette del

piano euclideo Eo(R), si ha:
rls <= V=W

Osservazione 5.9. Due rette perpendicolari v ed s, non essendo parallele poiché

Wy N Wit =0, devono necessariamente avere in comune uno e un solo punto.



92 CAPITOLO 5. SPAZI AFFINI EUCLIDEI

Teorema 5.10 (Esistenza e unicita della perpendicolare). In Ey(R), dati
una retta v = [P, V4] e un punto Q esiste ed ¢ unica la retta s passante per Q e

ortogonale a r.

Dimostrazione. La retta cercata ¢ s = [Q, V1] O

2.1 Distanza punto-retta

Definizione 5.11. Siano r una retta e Py un punto. Detta n la retta per P
ortogonale ad r, sia H il punto di intersezione di r con n. La distanza del

punto Py dalla retta r ¢ definita come seque

d(P(),T) = d(P(),H)

—

Osserviamo che se P ¢ un qualsiasi punto di r allora PyH ¢ la proiezione

—_— —_—

ortogonale di Py P sulla retta n. Se v,, ¢ un qualsiasi vettore di n e w =F, P, allora

Pﬁ]z w - v,

,vna
Uy - Uy

Se poi per v, si prende in particolare un versore normale ad r, si ottiene

d(Py, H) = ‘

Rl || = [} (w - va)vu | = [w - v [wal] = [ - v,
per la disuguaglianza di Schwartz,
w-va| < ] o] = llwl] = | RP| = d(r. P).

In conclusione risulta che la distanza di un punto Py da una retta r é il valore

minimo che assumono le distanze del punto Py da ciscun punto di r.

3 Ortogonalita in E3(R)

Definizione 5.12. In E3(R) una retta r = [P, V1] ¢ ortogonale al piano

a=[Q,Vs] se e solo se Vit = Vs (o, equivalentemente, Vi~ = V).
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3.1 Ortogonalita tra rette e piani

Nello spazio euclideo tridimensionale il Teorema di esistenza e unicita della per-
pendicolare che vale nel piano risulta sdoppiato in due enunciati, come possiamo

notare nelle parti (a) e (b) del seguente Teorema.

Teorema 5.13. Nello spazio euclideo tridimensionale valgono le sequenti proprie-

ta:

(a) dati il punto P e la retta r, esiste ed é unico il piano passante per P e

ortogonale a r;

(b) dati il punto P e il piano «, esiste ed & unica la retta passante per P e

ortogonale ad o

(¢) siano r una retta ed o un piano. Se r L « allora ogni retta s contenuta in

a e ortogonale ad r.

3.2 Angoli e ortogonalita fra piani

Definizione 5.14. Siano « e 3 due piani incidenti e sia r = aNB. Consideriamo
un qualsiasi ptano @ ortogonale ad r; dette t e q le interseziont di tale piano con

a e 3 rispettivamente, definiamo [’angolo tra i due piant o e 3 come seque:

Diremo che tale angolo é nullo, o piatto, se i due piani sono paralleli.

Osservazione 5.15. Si osservi che questa definizione di angolo fra piani é indi-
pendente dal piano @: se si considera infatti un altro piano ¢ ortogonale ad r,
risulta ¥ || ¢ e si verifica subito che allora le rette ' =Y Na e q =1 N[ sono
parallele rispettivamente a t e q, da cui t/’(;/ = E]

Inoltre indicata con n una retta ortogonale (o normale) ad o e con n' una retta

ortogonale a 3, si dimostra (esercizio!) che

af =nn’,
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ctoé che l’angolo che si forma tra due piani é uguale all’angolo che si forma tra
due rette normali ad essi.

In questo modo, si puo subito ripetere anche per ’angolo fra due piani I’Osserva-
zione (5.5), affermando che l’angolo fra due piani, cosi come l’angolo fra due

rette é invariante per parallelismo.
Definizione 5.16. Diremo che due ptani o e 3 sono ortogonali se
af=n /2.
Teorema 5.17. Siano o = [P, V3] e 5 = [Q, Ws] due piani di E3(R). Allora
al B V;-CW, (equivalentemente W3- C V5).
Teorema 5.18. Siano a un piano ed r una retta, allora:
(a) ser L «, allora ogni piano passante per r é ortogonale ad o;

(b) ser [ a, allora esiste uno ed un solo piano passante per r ed ortogonale ad

(074

(¢) per un punto passa uno ed un solo fascio di piani ortogonali a un piano

fissato.
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3.3 Distanza punto-retta

Definizione 5.19. Siano r una retta e Py un punto. Detto « il piano passante
per Py e ortogonale alla retta r, sia H il punto di intersezione di o con r. La

distanza del punto Py dalla retta r ¢ definita come seque
d(Py,r) :=d(Py, H).

3.4 Distanza punto-piano

Definizione 5.20. Siano o un piano e Py un punto. Detta r la retta passante per
Py e ortogonale al piano «, sia H il punto di intersezione di o con r. La distanza

del punto P, dal piano « ¢ definita come seque
d(P(), Oé) = d(P(], H)

Sia per la distanza punto-retta nello spazio che per la distanza punto-piano,
si puo ripetere la stessa osservazione che abbiamo fatto a proposito della distanza
punto-retta nel piano, per concludere che la distanza di un punto Py da una retta
r o da un piano « € il valore minimo che assumono le distanze del punto Py da

ciscun punto di r o, rispettivamente, di o

3.5 Retta di minima distanza fra due rette sghembe

Anche per il caso di due rette sghembe r ed s nello spazio tridimensionale ha
senso definire una nozione di distanza fra le due rette date. E vero infatti che, se
si fa variare un punto R € r, la distanza d(R, s) varia al variare di R, tuttavia
¢ possibile dimostrare che tale distanza non assume tutti i possibili valori reali
positivi o nulli, ma che essa assume un valore minimo strettamente positivo: tale
valore minimo viene detto la minima distanza fra le due rette sghembe r ed
s (che & dato dalla distanza tra i punti Ry € r ed Sy € s tali che rt(Ry, So) L r e

rt(Ry, So) L s). Per provare tutto cid, premettiamo la seguente

Proposizione 5.21. Date due rette sghembe r ed s in E3(R), esiste ed é unica la

retta t perpendicolare ed incidente ad entrambe.
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Dimostrazione. Siano p e o i due piani paralleli che contengono rispettivamente
la retta r e la retta s (si veda (g) della Proposizione (1.19)) e si consideri il piano
7 (univocamente determinato secondo (b) del Teorema (5.18)) passante per r e
ortogonale a p e o; si intersechi 7w con o, ottenendo la retta r’, che & incidente a
s in un punto Sy (perché?). Da Sy si mandi la retta perpendicolare a p (e anche
a o), univocamente determinata per la parte (b) del Teorema (5.13). Tale retta
determina con 7’ un piano perpendicolare a p e o che quindi deve coincidere con w
e dunque, essendo complanare e ortogonale alla retta r, risulta essere incidente a
r in un punto Ry. Essa ¢ percio la retta t cercata ed € univocamente determinata

dalle condizioni imposte per costruirla. [l

Si considerino ora i punti Ry :=r Nt ed Sy := s Nt: risulta che

d(Ry, So) = d(Ro,0) = min {d(Re, X) : X € o} = min {d(Ro, X) : X € s}

(analogamente per il punto Sp). Questo ci permette di concludere che d(Rg, Sp) &
la minima distanza tra un punto generico della retta r ed un punto generico della

retta s e giustifica pertanto la seguente definizione:

Definizione 5.22. Date due rette sghembe r ed s in E3(R), la distanza minima

trar ed s ¢

dmin(T, S) = d(Ro, So)

(con Ry ed Sy determinati in base alle precedenti osservazioni).
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4 Geometria analitica in E,(R)

Definizione 5.23. In E,(R) si dice riferimento cartesiano (ortogonale mo-
nometrico) un riferimento affine [0, HB| in cui B ¢ una base ortonormale dello

spazio vettoriale euclideo (V,(R), ")

Ad ogni punto P competono coordinate cartesiane (x1, ..., x,).
Dati due punti P = (xy,...,z,) e @ = (x},...,2), possiamo considerare il
vettore

PQ= () —x1) er+ -+ (z), —x,) €,

. Poich¢ # = (ey,...,e,) & una base ortonormale, la distanza d(P,Q) = HP_QH

risulta:

d(P,Q) = /(2}y —x1)2+ -+ (2, — x,)> formula della distanza tra 2 punti.

4.1 Cambiamento di riferimento cartesiano

Dati due riferimenti cartesiani

0,2] e [0,%]

Supponiamo che un punto P abbia coordinate (xy,...,z,) rispetto a [O, %] e
(x],...,2) rispetto a [O', #']. Siccome i riferimenti sono riferimenti affini, sap-
piamo che

' =Mz —t),

dove M é la matrice del cambiamento di base da % a #A'.

D’altra parte sappiamo che la matrice che fa passare da una base ortonormale %
a un’altra base ortonomormale %’ ¢ ortogonale, cioé¢ M~! = M?. Dunque, nel
nostro caso,

=M (x—-t) e x=Mx+t

5 Geometria analitica in Ey(R)

In Ey(R), fissiamo un riferimento cartesiano [O, %] con £ = (i, j), base ortonor-

male.
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Siano Py(x1,11) e Po(w2,y2) due punti. Allora la distanza tra i due punti

PlePQé

APy, Po) = /(22 — 21)2 + (y2 — 11)%.

5.1 Circonferenze nel piano

Definizione 5.24. Nel piano euclideo reale Eo(R) una circonferenza ¢ il luogo dei
punti equidistanti da un punto fisso (detto centro della circonferenza). Chiamiamo

raggio la distanza di un generico punto della circonferenza dal suo centro.

Consideriamo C' = («, ) un punto di Ey(R) ed R un numero reale positivo.

Sia P = (z,y) € Eo(R) tale che d(P,C) = R. Otteniamo:
Y (z—a)+(y—B8)° =R
Pertanto I’equazione di una circonferenza é data da
Y 24y —2ar -2y + ot + 42— R*=0.

Possiamo dunque osservare che una circonferenza nel piano euclideo Ey(R) & rap-
presentata da un’equazione di secondo grado priva dei termini rettangolari e in cui

i coefficienti di 2% e y? sono uguali (e diversi da 0).
Viceversa, un’equazione che abbia le suddette proprieta, cioé del tipo:

P4y +ar+by+d=0,

con alcuni passaggi algebrici puo essere riscritta nella forma:

(o4 2) 4 (y2) =222y
2 Yo ) Ty '

A questo punto distinguiamo tre casi.
Caso 1. Se a® + b?> — 4d > 0 I'equazione data rappresenta una circonferenza con

centro

e raggio
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Caso 2. Se a? + b? — 4d = 0 abbiamo una circonferenza di raggio nullo. In tal
caso I'unico punto (reale) della circonferenza ¢ il centro stesso C' = (—a/2,—b/2).
Caso 3. Se a® + b* — 4d < 0 I'equazione rappresenta 'insieme vuoto in Ey(R), o,
in altre parole, un luogo privo di punti (reali).

I casi 2 e 3 verranno chiariti meglio nel paragrafo 6.1 del Capitolo 8, dopo

aver introdotto il piano proiettivo reale ed il suo ampliamento complesso.

5.2 Angolo e ortogonalita fra rette

Consideriamo due rette

r:ar+by+c=0 e 1 :dr+by+d =0
Siano (I,m) e (I';m’) due coppie di parametri direttori di r ed r’ rispettivamente.
Abbiamo visto che
—~ v-v
cosrr’ = o,
[[of[ ']
con v generatore della direzione di r e w generatore della direzione di 7.
Quindi
v=1I1+mj e v =11+m'y,

da cui

1+ mm'
VE+m?VI?% +m?
che ¢ la formula dell’angolo fra due rette in fuzione dei parametri diret-

cosrr’ ==+

tori.

La formula dell’angolo fra due rette in fuzione dei coefficienti delle

equazioni cartesiane si ottiene da l =b, m = —a, ' =0, m' = —d’:
aa’ + b

Va2 + 02 Va? + b7

Le due rette sono perpendicolari se e solo se

cosrr’ = =+

I +mm =0, equivalentemente aa’ + b = 0.

Osservazione 5.25. Se r ed v’ hanno coefficiente angolare (cioé b,b' # 0), allora,

postid=—¢, d = —‘bl—,/, la condizione di ortogonalita diventa dd' = —1.



100 CAPITOLO 5. SPAZI AFFINI EUCLIDEI

Osservazione 5.26. Se la retta r ha equazione ax + by + ¢ = 0, allora tutte le
rette di parametri direttori (a,b) sono ad essa perpendicolari. Esse hanno equazioni

parametriche
T =x+at
Yy =yo + bt

ed equazione cartesiana

br —ay + k = 0.

L’equazione della retta perpendicolare a v e passante per il punto P = (xq,yo) €

dunque

b(x — o) — aly — yo) = 0.

5.3 Coseni direttori di una retta

Definizione 5.27. Data una retta r = [P,Vi], si dicono coseni direttori le
componenti rispetto a B = (¢,7) dei versori di V;.
Sia V} =<wv>, con v # 0. Per ogni kv € V¥, si ha

oo _ v
[Eoll o]

per cui ogni retta (non orientata) possiede due versori opposti.
Se (I,m) é una coppia di parametri direttori di r, allora
ls +my
w, =+ I
VI2 4+ m?
e i coseni direttori di r in funzione dei parametri direttori sono

l m

Uy = T—— e U, = t——.

Se r & data mediante 1’equazione cartesiana
ar +by+c=0,

allora [ = b, m — a, quindi i coseni direttori di r in funzione dei coefficienti

dell’equazione cartesiana sono

b _
Uy = F—— e Uy = =& a4

Va? + b?
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Vale la seguente proprieta:

u?4+ul=1

<

Inoltre si ha
COSTT = %, - & = Fu,, cosTy=tu,- j=tu,.

da qui si deduce I'importante significato geometrico dei coseni direttori di una
retta, e precisamente ¢ coseni direttori di una retta sono i coseni degli angoli che

la retta forma con gli assi.

5.4 Equazione normale della retta

Data la retta r di equazione ax + by + ¢ = 0, dividendo per £+v/a? + b?, si ottiene
I’equazione
ar+by+c 0

+va? + b2

I coefficienti di « e di y sono rispettivamente —=2 £b__. coseni direttori di

Va2+b? € VaZ+b2"
una retta ortogonale alla retta r. Allora ’equazione di r

a b c
——z+ - =0
Va2 + b? \/a2+b2y va? 4+ b?

si chiama equazione normale della retta r, perché in essa compaiono come

coefficienti di = e di y i coseni direttori di una retta normale ad r.
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5.5 Distanza di un punto da una retta

Siano dati una retta r : ax +by+c=0 e un punto Py = (xg,%o) . Ricordiamo
(cfr. 2.1) che la distanza d(Py,r) ¢ definita come la distanza d(FPy, H), dove H ¢
I'intersezione della retta r con la retta n perpendicolare ad r e passante per F,.
Vogliamo determinare tale distanza in funzione dei dati.

Sempre in (2.1) abbiamo visto che, se v, & un qualsiasi vettore di n e w =F,P,

allora
w - v,

Po_f[: Un,

vV, Uy,
da cui, passando alle norme e sviluppando, si ottiene la formula della distanza

di un punto P, = (z¢,yo) dalla retta r di equazione ax + by + ¢ =0
awo + byo + ¢

o ==aw

6 Geometria analitica in E3(R)

Sia fissato in Ez(R) un riferimento cartesiano [0, % = (1,3, k)] con base A orto-
normale.

La distanza tra due punti P, = (x1,y1,21), P» = (22, y2,22) &

APy, Py) = /(22 — 1) + (Y2 — y1)2 + (22 — 21)%

6.1 Angolo e ortogonalita fra rette

Consideriamo le rette r ed 7’ di parametri direttori rispettivamente (I,m,n) e
(I',m',n’). Allora 'angolo tra le due rette ¢ determinato da:

I+ mm' + nn'
VE2+m2+n2VI12 +m?2 +n?

La condizione di ortogonalita:

cosrr’ = =+

rlr < lU'+mm +nn =0.

6.2 Ortogonalita tra retta e piano

Sia a = [P, V3] un piano di equazione ax + by + cz +d = 0 e sia r = [Q, V}] una

retta di parametri direttori (I,m,n).
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Per definizione r ¢ perpendicolare ad « se e solo se Vit = V5. Imponiamo analiti-

camente questa condizione. Poiché
Vo={zi+yj+zk : ax + by + cz =0} e Vi =<t +mgy + nk>,
allora
Vii={zi4+yj+zk : lo+my+nz=0}.

Vit = Vs se e solo se le due equazioni ax + by + cz = 0 e lz + my + nz = 0 hanno

le stesse soluzioni cioé se il sistema

ar +by+cz =0
lx +my+nz=0

ha rango 1. Dunque « ¢ perpendicolare a r se e solo se
a b c
=1
e { [ m n } ’
cioe se e solo se esiste un numero reale non nullo p tale che
[ = pa, m = pb, n = pc.

In conclusione, una retta é ortogonale ad un piano se i parametri direttori della
retta sono proporzionali ai coefficienti a, b, ¢ dell’equazione cartesiana del piano.
Dato ora un punto P = (xg, %o, 20) € un piano « : ax + by + ¢z + d = 0, possiamo
subito determinare la retta passante per P e ortogonale ad «, che é data, in
forma parametrica, dalle equazioni

T =xy+ at

Yy =1yo+ bt

z=2zy+ct
Dato il punto P = (z0, Yo, 20) € una retta di parametri direttori (I, m,n), il piano

passante per P e ortogonale a r ha equazione
l(x —x0) + m(y — yo) + n(z — z) = 0.

Osserviamo che nell’equazione ax + by 4+ cz + d = 0 di un piano « i coefficienti

a, b, c sono proporzionali ai parametri direttori di una retta normale ad a.



104 CAPITOLO 5. SPAZI AFFINI EUCLIDEI

6.3 Angolo fra due piani
Dati due piani

/

a:ar+bytcz+d=0 o :dr+by+dz+d =0,

abbiamo visto che ’angolo tra essi ¢ uguale a quello che si forma tra due normali

n ed n' rispettivamente ad o ed o:

—_

cosaa = cosnn'.
I parametri direttori delle due normali sono
(a,b,c) per n, (a',b', ") per n/,

per cui
— aa’ +bb + cc

cos oy’ = cos 7{7;’ ==+ .
Va2 + 02 4 Va2 + b2 + 2

In particolare la condizione di ortogonalita tra piani ¢

ald <= ad +b0 +cd =0.

6.4 Coseni direttori di una retta

Data una retta r = [P, V4], 1 coseni direttori di r sono anche nel caso tridimensio-
nale, come nel piano, le componenti rispetto alla base # = (4, 7, k) dei versori di
.

Se (I,m,n) sono i parametri direttori di

l2 ] k
_ t+mg+n

uT’ - )
A /l2 + m2 + n2
allora
) m n
Uy =+ ) y — ) Uy = :
VI2+m? + n? VI2 4+ m? + n? VI2 4 m? +n?
Inoltre

2 .24 .2 _
Uy + uy +up =1,

COSTT = Uy, COSTY = Uy, COSTZ = U,.
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6.5 Equazione normale del piano

Dato il piano o : ax + by + cz + d = 0, consideriamo le seguente equazione di a:

iax+by+cz+d:0

In essa i coefficienti di x,y, z sono i coseni direttori di una retta normale al

piano. Questa equazione si chiama allora equazione normale del piano .

6.6 Distanza punto-piano

Siano a : ax 4+ by + ¢z + d = 0 un piano e Py = (¢, Yo, 20) un punto. Detta n la
retta passante per Py e ortogonale al piano «, sia H il punto di intersezione di «
con n. Sia P il generico punto di «, allora Pﬁ[ é la proiezione ortogonale di P(TP
su n. Analogamente a quanto fatto in dimensione 2 per la distanza punto-retta, si
ottiene la formula della distanza punto-piano

amo + byo + ez + d

Y R

6.7 Distanza punto-retta

Si procede analiticamente ripercorrendo i passi della definizione sintetica della

distanza di un punto da una retta.

Esempio 5.28. Determinare la distanza del punto P = (0,1,0) dalla retta r di

equazione
r=1+t¢
y=2-—1
z=1

I parametri direttori sono (1,—1,—1). Poiché P non soddisfa le equazioni di r, la
distanza d(P,r) > 0.
Troviamo [’equazione del piano « passante per P e ortogonale ad r.

1l generico piano passante per P ha equazione
a(r —0)+bly—1)+c(z—0)=0.
Imponendo ['ortogonalita di o ed r, st haa =1, b= —1, c =1, quindi

a:r—y+z+1=0.
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Attraverso il sistema
r—y+z+1=0

r=1+t
y=2-—t ’
z2=1
che ha soluzione
t=20
r=1
y=2"
z=0

otteniamo le coordinate (1,2,0) di H = aNr. Infine la distanza

d(P,r)=d(P,H) = /(1 =02+ (2—1)2+(0-0)2 = V2.

6.8 Minima distanza fra due rette sghembe

Date due rette sghembe r ed s, abbiamo dimostrato che esiste ed ¢ unica la retta
t ortogonale ad entrambe ed incidente ad esse ((si veda la Proposizione (5.21))).
Abbiamo poi provato che é proprio lungo tale retta che si realizza la minima

distanza tra r ed s, nel senso che, detti
R:= tNmr, S:=tnNs,
risulta
dmin(r, 8) = d(R, S).
Affrontiamo ora con un esercizio il problema di determinare tale retta t, date r ed

s sghembe e di calcolare la distanza dpy;, (7, s).

Esercizio 5.29. Date in E3(R) le due rette

Jy=0 Jr+y—1=0
T'{z:O’ S'{x—z:o ’

dopo aver verificato che sono sghembe, determinare la retta t ortogonale e incidente
ad entrambe e calcolare dp, (7, $).

Le due rette sono sghembe poiché risulta

0

o = O

det # 0.

O = O =
o= O O

— = O
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Scriviamo le equazioni parametriche delle due rette:

T =t =1
r:q y=0, s: y=1—t" .
z2=0 z =1

Dunque i punti vartabili su r ed s sono rispettivamente

R(t) = (t,0,0)  S(t)

(', 1—+¢,t)
e il vettore corrispondente avra componenti

SR=(t —t',t' — 1,1,

—

Dobbiamo ora imporre che SR sia ortogonale sia ad r che ad s per ottenere la

retta t come congiungente i punti R ed S:
SRLr : t—t =0 SRlLs : t—t+1—-t -t =0.
Risolvendo il sistema

t—1'=0
t—t'+1—t' —t'=0"

si ottiene t = 1/2 =t'. Per cui
R=(1/2,0,0), S=(1/2,1/2,1/2)  RSe<(0,1,1)>.

Siamo pronti per concludere ’esercizio scrivendo le equazioni della rettat = rt(R, S):
y i tl 2 oppure 22
y = : pp Yz =0

z=1

e la distanza cercata

doin (7, 8) = d(R, S) = \/1/4 4+ 1/4 = \/2/2.

6.9 Sfere e circonferenze nello spazio

Definizione 5.30. Nello spazio euclideo reale E3(R) una sfera ¢ il luogo dei punti
equidistanti da un punto fisso (detto centro della sfera). Chiamiamo raggio la

distanza di un generico punto della sfera dal suo centro.
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Consideriamo C' = (a, 3,7) un punto di E3(R) ed R un numero reale positivo.

Sia P = (z,y,2) € E3(R) tale che d(P,C) = R. Otteniamo:
X (@-a)+(y-0)7+ (-7 =R
Pertanto I'’equazione della sfera ¢ data da
Yo o2y 42— 200 — 20y — 22+ P+ P+ - R*=0.

Possiamo osservare che, analogamente a quanto accade per una circonferenza nel
piano euclideo Ey(R), una sfera nello spazio euclideo E3(R) ¢ rappresentata da
un’equazione di secondo grado priva dei termini rettangolari e in cui i coefficienti

di 22, y? e 2% sono uguali.

Viceversa, un’equazione che abbia le proprieta di quella della sfera:
Py tar+by+ ez +d=0.

Con alcuni passaggi algebrici puo essere riscritta nella forma:
( +a>2+ —I—b 2+< +c>2 a? + b + 2 4
A = 24 -) =—— —d.
2 Y75 2 4

A questo punto distinguiamo tre casi.

Caso 1. Se a?+ 1% +c? —4d > 0 I'equazione data rappresenta una sfera con centro

a b ¢

C= <_§7_§7_2)7

e raggio

R:\/a2—|—b2—£02—4d.

Caso 2. Se a® + b* + ¢* — 4d = 0 abbiamo una sfera di raggio nullo. In tal caso
I'unico punto reale della sfera ¢ il centro stesso C' = (—a/2, —b/2, —c/2).
Caso 3. Se a®+b*+ c? — 4d < 0 I'equazione rappresenta l'insieme vuoto in Ez(R),

0, in altre parole, un luogo @) che non possiede punti reali.

Definizione 5.31. Una circonferenza in Ez(R) ¢é l'intersezione di un piano con

una sfera (quando tale intersezione non sia vuota).
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Osserviamo subito che, in base a tale definizione, una circonferenza nello spa-
zio si ottiene secando una sfera con un piano che abbia distanza dal centro della
sfera minore o uguale al raggio della sfera; essa possiede un solo punto reale se tale

distanza coincide con il raggio.

Esercizio 5.32. Dato un fascio F di piani paralleli al piano
T T+y+z2=0,

determinare le equazioni cartesiane dei piani del fascio tangenti alla sfera di equa-

zione

S: 24yt +2—6r—4y+12=0.

Soluzione. S & una sfera avente centro in C' = (3,2,0) e raggio R = 1. I piani

richiesti sono quelli a distanza 1 da C'. Un generico piano del fascio F risulta essere
T x+y+z+k=0.

Imponiamo d(m, C') = 1. Otteniamo

|k +5]
V3

da cui abbiamo due valori di k, ossia i due piani richiesti. &

L,

Esercizio 5.33. Scrivere le equazioni di tutte le sfere di raggio R = 3 che risultano
essere tangenti al piano w di equazione x = 0 e passanti per i punti A = (1,0,0) e

B=(222).

Soluzione. Sia C' = (xg, Yo, 20) il generico centro di una di queste sfere. Imponendo
che d(C, ) = 3 otteniamo |zg| = 3. Sfruttando ora il passaggio per i punti A e B,
giungiamo al sistema

|l’0| =3,

(wo— 12 +yi+25=9,
(0 —2)>+ (o —2)* + (20— 2)* =9,
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che & equivalente all’'unione dei due sistemi (ponendo x = g, y =y € z = zp)

r =3, r= -3,
(x =12 +y?+22=09, (x =12 +9y?>+22=09,
(2 -2+ (@y—22+(2—2)?=09, (—2)%+(y—2)?+(2—2)*=09.

Ognuno di questi sistemi rappresenta l'intersezione di un piano (prima equazione)
con una circonferenza € (seconda e terza equazione). Dunque se la circonferenza
% non giace nel piano x = 43 ci aspettiamo due punti in comune per ciascuno dei
due sistemi. Procedendo con i calcoli si ottengono effettivamente quattro punti

corrispondenti ai centri delle sfere richieste. &

Esercizio 5.34. S consider: la circonferenza

{ (x =1+ (y— 12+ (z+1)* =4,
r=1y—2z,

e se ne determinino centro e raggio.

Soluzione. Poniamo
S: (=1 + -1+ (z+1)* =4,
m: x—y+z=0.

Notiamo che S ¢ una sfera di centro C' = (1,1, —1) e raggio R = 2. L’intersezione
del piano 7 con la sfera S & una circonferenza poiché risulta d(C,7) = 1/v/3 < 2.
Per determinarne il centro H dobbiamo intersecare il piano 7 con la retta s passante

per C' ed ortogonale a 7.

r=1+1,

s:e y=1—t
z=—-1+4¢.

Segue che
r=1+1t,
) oy=1-1t

i z=—-1+1t,

r—y+2=0.

4 2
303

p=+/R>—d(C H)? = \/g

Risolvendo il sistema, otteniamo H = ( —%) Il raggio della circonferenza

risulta essere
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Esercizio 5.35. Determinare una rappresentazione cartesiana per la circonferenza

di centro C = (1,1,0) e tangente alla retta di equazione

r=t,
ri y=21
z=—t.

Soluzione. Come abbiamo visto, una circonferenza deve essere sempre ottenuta
come sezione di una sfera S con un piano «. La circoneferenza deve appartenere
al piano « che contiene il suo centro C' e la retta r. Il raggio della circonferenza

sara d(C,r). Consideriamo il fascio F, di piani pasanti per la retta r:
Fo: (e—y)+klx+2)=0.
Imponendo il passaggio di un generico piano o € F,. per il punto C si ottiene
a: x—y—z=0.

Determiniamo ora la sfera S di centro C' e raggio d(C, r). Per fare cio, individuiamo
il piano passante per C' ed ortogonale alla retta r; poi determiniamo il punto H
dato dall’intersezione della retta r con il piano appena trovato; infine d(C, H) ¢ il

raggio di S. Per concludere basta intersecare S con il piano . &

Esercizio 5.36. Si considerino le sfere
S 2yt 422 =25, So: 2yt 4+t =hy.

Determinare il parametro h € R\{0} in modo tale che S1NSs sia una circonferenza

di raggio R = 3.

Soluzione. Otteniamo

S1NSy: { 22131225+ S

La sfera S; ha centro C; = (0,0,0) e raggio Ry = 5. Sia H il centro della
circonferenza richiesta. Affinché S; N .Sy sia una circonferenza di raggio pari a 3 si
deve avere, per il Teorema di Pitagora, che d(Cy, H) = V52 — 32 = 4. Imponiamo
ora che (] abbia distanza 4 dal piano hy = 25. Sviluppando i calcoli, si ha

h=+2 &
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Esercizio 5.37. Siano
Q: 5y +22-22=0, a: x—2y=0.

Riconoscere che il luogo € dei punti di E*(R) le cui coordinate sono soluzioni del

sistema
52 4+ 22 —22+1=1,

Qma:{x—?y:O,

e una circonferenza e se ne determinino il centro ed il raggio.

Soluzione. 1l sistema ) N a equivale al sistema

S5y +22—22+1=1,
T =12y,

ovVvero a
?+yP+(z-1)72=1,
T =2y.

L’ultimo sistema rappresenta quindi lo stesso insieme di punti ma ora la prima
equazione rappresenta una sfera S di centro D = (0,0,1) e raggio R = 1 e la
seconda equazione ¢ quella di un piano. Questo prova che % puod essere una
circonferenza (occorre verificare che d(D, ) < R). In effetti il piano o : z—2y =0
passa per il centro della sfera D, quindi € ¢é proprio una circonferenza, anzi é una
circonferenza massima per la sfera, tale cioé per cui il centro e il raggio della
circonferenza coincidono con quelli della sfera (dunque di raggio massimo fra tutte

le circonferenze che si ottengono sezionando la sfera S con piani). &



Capitolo 6

Ampliamenti del piano affine reale

I1 nostro prossimo oggetto di studio saranno le curve algebriche reali di A;(R)
ovvero quegli insiemi dei punti dei piano affine reale le cui coordinate annullano
equazioni del tipo

F(z,y) =0,

con F' polinomio di grado positivo nelle indeterminate x ed y a coefficienti reali.
Affincheé lo studio delle curve sia il pitt omogeneo possibile dobbiamo ampliare il

piano affine in due modi:

- allargare 'insieme dei punti e delle rette di Ay(R) con i cosiddetti elementi
impropri, effettuando I’ampliamento proiettivo di Ay(R) (tale procedimento
si puo applicare partendo da un qualunque piano affine, indipendentemente
dalla scelta del campo K che definisce il piano vettoriale corrispondente,

dunque lo svilupperemo a partire da un piano affine su un campo qualsiasi);
- considerare anche i punti a coordinate complesse, cioé effettuare la comples-

sificazione di Ag(R).

1 Ampliamento proiettivo di un piano affine

Definizione 6.1. Dato un piano affine Ay(27, V') associato allo spazio vettoriale
Vo(K) su un campo K, consideriamo la sequente struttura geometrica definendone

1 punti e le rette:
e sia & linsieme dei punti, costituito

113
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— dall’insieme o/ di tutti i punti di Ay(Z V') (detti punti propri) unito

— all’insieme o, dei sottospazi vettoriali di dimensione 1 dello spazio

vettoriale Vo(K) associato ad Ay(<f, V') (detti punti impropri);
e sia X l'insieme delle rette, costituito

— dall’insieme di tutte le rette di Ay(?, V'), ciascuna ampliata con il

corrispondente punto improprio (dette rette proprie) unitamente a

— una nuova retta, la retta ro, costituita da tutti i punti impropri (detta

retta impropria).

Chiameremo la coppia (22, %) piano proiettivo ottenuto come ampliamento

protettivo del piano affine Ay(o7, V), in simboli Po(V).
Proposizione 6.2. In Py(V') valgono le sequenti proprieta:

(a) per due punti distinti passa una e una sola retta;

(b) due rette distinte hanno esattamente un punto in comune.
Dimostrazione.

(a) siano P e @ due punti distinti di Po(V'). Distinguiamo tre casi.
Se P e () sono impropri, allora P, Q) € r;
Se P e () sono entrambi punti propri allora P, () €
Ay(Z, V). Sia r la retta di Ay(e/, V) da essi individuata:

r=[P,Vi], dove Vi :<P%Q> .
Ad r corrisponde in Py(V) la retta ampliata
r=ru{V},

cui appartengono P e Q).

Se il punto P é proprio e il punto ) = V; & improprio, allora consideriamo
in Ay(o7,V) la retta r = [P, V)] ed estendiamola a 7 = r U {V;} . Allora
P,Qer.
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(b) siano 7 ed § due rette distinte. Distinguiamo due casi.

Se 7, s sono rette proprie allora ponendo
7= [P, Vi]u{W} 5=[Q,Wi]u{W},

si ha:

se Vi # Wy allorarns = [P, V1]N[Q, W], che é un punto proprio, se V; = W,
allora 7N’s = {V1}, che & un punto improprio (le due rette sono parallele in
Ay(e7, V), Se la retta 7 = [P, V] U {V1} & propria e la retta s = r, ¢ la

retta impropria allora 7 Nre = {V1}.

2 Coordinatizzazione di Py(V)

Vogliamo associare ai punti di Py(V) delle coordinate. Partiamo dalla seguente
osservazione:
Nello spazio vettoriale K? consideriamo la relazione p di proporzionalita definita

sui vettori di (K3)*:
Vv = (x1,9€2,$3)a w = (y17y2>93) € (Kg)*

VPpW = <v>=<w>,

il che si verifica se e solo se esiste k£ € K* tale che
yl = ]{/’IL‘l, y2 = ]{?IL‘Q, yg = ]{?IL‘g.

Si prova immediatamente che la relazione p ¢ una relazione di equivalenza su (K?)*.

Consideriamo allora l'insieme quoziente
(K2 /p = {[(z1, 22, 23)]p : (21, 29,23) € (K*)*} =: (K®)* /K",

dove

[(1’1,332,333)]p = {(y17y273/3) € (Kd>* : (y17y2>y3) = k($1,1’2,$3)> ke K*}
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(K3)*/K* sara proprio I'insieme che coordinatizza I'insieme dei punti di Py(V).

In Ay (27, V) si fissi un riferimento affine, cosicché Ay (o7, V') si identifichi ora con il
piano affine numerico Ay(K) e ad ogni punto P corrispondano le coordinate affini
P = (z,y). Ora passiamo allinsieme dei punti di Py(V), cio¢ & = & U .

Consideriamo la funzione

7 P — [(z,y,1)], se P € & e ha coordinate affini (z,y)
[(Z,m, 0)], se Py e P=<(l,m)>

La funzione ¢ € una bijezione che quindi permette di identificare ciascun punto
di & con una classe di proporzionalita di terne [(x1, x2, 3)]p: chiameremo gli ele-
menti di (K?)*/K* coordinate proiettive omogenee dei punti di Py(V).

In tal modo abbiamo ottenuto una rappresentazione analitica dell’ampliamento
proiettivo di Ay(e7, V), che indicheremo d’ora in poi con Py(K) := (K3)*/K*, e
chiameremo piano proiettivo numerico sul campo K (indicato anche PG(2, K)
o,se K=TF,, PG(2,q), se K=R o K =C, KP?).

Risulta evidente che ad un cambiamento di riferimento affine in Ay(27, V') corri-
sponde una diversa rappresentazione analitica di Po(V), cioé una diversa funzione
¢ che determina una diversa corrispondenza tra Po(V') e Po(K). Si puod provare
che il legame tra la coordinate proiettive omogenee dei punti nelle due diverse
rappresentazioni del piano proiettivo coincide semplicemente con un cambiamento

di base nello spazio vettoriale K3, ed ¢ quindi espresso da una relazione del tipo
px' = M 'z

dove M € GL3(K), e ' denotano rispettivamente le componenti rispetto alle
due basi considerate in K? di un vettore rappresentativo delle coordinate proiettive
omogenee di un punto generico di Py(V'), e p & un fattore di proporzionalitd non

nullo di K .

3 Rappresentazione delle rette di Py(K)

Le rette di Py(K) sono la retta impropria e le rette di As(K) ampliate con I'aggiunta

del loro punto improprio. Vogliamo trovarne le equazioni.
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Partiamo dalle rette proprie.Una retta r di Ay(K) ha equazione
arx +by +c=0 con (a,b) # (0,0).
Se il punto P = (2/,y) € r allora
ar’ + by’ +c=0.

Se ora nel piano proiettivo P = [(z, 2}, x%)], il legame fra le coordinate affini e
proiettive di P ¢ dato da:
/ /
g ’ P T2
t,1;,/ m/
3 3
Osserviamo che 2y # 0 perché il punto P é proprio.
Quindi
a;,/ .,L,/
a—t +b=2 +c=0, cioe axy + bry + cxy = 0.
x x
3 3
Le coordinate proiettive del punto proprio P della retta r soddisfano dunque

I’equazione lineare omogenea nelle variabili x1, x4, x3:
ari + brs + cx3 = 0.

Se questa equazione ¢ verificata anche dalle coordinate proiettive del punto impro-
prio di 7, allora questa é I'’equazione di 7.

I punto improprio della retta ampliata 7 ha coordinate [(—b, a,0)], quindi
a-b+b-(—a)+c-0.
Per cui ogni retta propria di P;(K) ha equazione
axry + bry + cx3 =0 con (a,b) # (0,0).
L’equazione della retta impropria é
x3 =0,

poiché essa € individuata dalla proprieta caratteristica dei punti impropri di avere
la terza coordinata nulla. Dunque tutte le rette di P,(K) sono rappresentate

da un’equazione lineare omogenea nelle variabili x, 2o, x3

ary + bry + cr3 =0 con (a,b,c) # (0,0,0).



118 CAPITOLO 6. AMPLIAMENTI DEL PIANO AFFINE REALE

Se (a,b) # (0,0) si hanno le rette proprie,

se (a,b) = (0,0) si ottiene la retta impropria.

Osservazione 6.3. Esiste anche la rappresentazione parametrica proiettiva

di una retta. Dati due punti distinti
A= [<a17a27a’3)]7 B = [(b17b27b3)]7

la retta passante per A e B ha equazioni parametriche

1 = Aaj + pby
T2 = Aag + H“bQ (>‘7/L) S K27 (/\nu) # (070)7
T3 = )\CL3 + /ng

ctoé la combinazione lineare delle coordinate proiettive dei due punti dati.

Esempio 6.4. In Py(R), scrivere l'equazione cartesiana della retta passante per i
punti

P = [(17 0, 1)] € Q= [(37 0, 2)]

I punti P e Q sono punti propri e sono distinti. Le loro coordinate affini sono

P=(1,0), Q=(3/2,0).

La retta di Ay(R) e quindir : y =0, per cui

~ )
r . —
€3

=0 c10é re = 0.

Esempio 6.5. In Py(R), scrivere l’equazione cartesiana della retta passante per i
punti

P=[101)] e Q@=I(00)]
1l punto P é proprio, mentre () & un punto improprio.

La retta di Ay(R) passante per P = (1,0) e avente parametri direttori (1,0) ha

r=1+1t
y=0 ’

equazione

da cui l’equazione cartesiana

y=20 quindi x9 = 0.
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Esempio 6.6. In Py(R), scrivere l'equazione cartesiana della retta passante per i

punti

P=[(1,00] e Q=I3,1,0)]

I punti P e (Q sono impropri, per cui la retta che li contiene & la retta impropria,
di equazione

IE3:O.

Se % ¢ una curva di Ay(R) la sua chiusura proiettiva & si ottiene sostituendo

nell’equazione di € le coordinate proiettive dei punti.

Esempio 6.7. Sia ad esempio

€ 2 +3P—-20+1=0

€ o]+ 3z5 — 27173 + 25 =0

La curva € ha tutti i punti (propri) di € e ha in piu dei punti impropri. In

generale studieremo € tramite %.

3.1 Fasci di rette nel piano proiettivo

Quando abbiamo introdotto i fasci di rette in Ay (K) nel paragrafo 4.6 del Capitolo
2, abbiamo distinto il caso in cui le due rette generatrici siano incidenti da quello in
cui siano parallele. Se ora pensiamo di immergere il piano affine nel piano proiettivo
Py (K) questa distinzione perde di significato perché, come ben sappiamo, nel piano
proiettivo due rette distinte hanno sempre esattamente un punto in comune. Dato

dunque un fascio di rette
F : Maor + boy + o) + plarx + by + ¢1) = 0, (A, ) € K2\ {(0,0)},

possiamo passare alle coordinate proiettive omogenee [(z1, zo,x3)] e ottenere 1'e-

quazione di un fascio di rette nel piano proiettivo su K:

F o Maoxr + bowa + cows) + p(ar1xy + biws + c13) = 0, (A p) € K? \ {(0,0)}.
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Le due rette generatrici hanno sempre un punto in comune, quando tale punto ¢ un
punto proprio otteniamo dal punto di vista affine un fascio proprio di rette, quando
il punto é un punto improprio otteniamo nel piano affine un fascio improprio di
rette.

Si noti che nel paragrafo 4.6 avevamo osservato che nel caso in cui le due
generatrici siano parallele non tutte le possibili scelte della coppia (A, x) produco-
no delle rette del piano affine: alcune delle equazioni che si ottengono non sono
soddisfatte da nessun punto di Ay(K). Passando alle coordinate proiettive anche
questa asimmetria viene sanata: per tali scelte dei parametri I’equazione del fascio

diventa

(Aco + pey)xs = 0, Ao + pey # 0,

pertanto nel piano proiettivo ¢ verificata da tutti i punti della retta impropria
x3 = 0 (come era ragionevole aspettarsi visto che un fascio improprio di rette dal
punto di vista proiettivo é sempicemente l'insieme di tutte le rette che passano
per un punto improprio, e la retta impropria gode di questa proprietda). Dunque
per tutte le scelte di (A, ) non contemporaneamente nulli I’equazione del fascio

rappresenta una retta di Py(K).

4 Ampliamento complesso

Richiamiamo alcune proprieta del coniugio nel campo complesso:

_ C — C
' z=a+1ib — Z=a—1b

é una biiezione, € involutoria e conserva somma e prodotto,

Tt

L’applicazione

cioé per ogni z,t € C:

IS
+
I
Wl
+
|

S
Il

|
I

Infine per ogni z € C, si ha

2=z <—= z€R.
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Il coniugio ¢ dunque un automorfismo involutorio del campo complesso che fissa

ogni numero reale.

Definizione 6.8. Se f(z1,...,x,) & un polinomio a coefficienti complessi, il po-

linomio coniugato si ottiene passando al coniugio tutti i suoi coefficientu.

Osservazione 6.9. Poiche il coniugio é un automorfismo di C, si verifica subito
che, se (z1,...,2,) € radice del polinomio f(x1,...,x,) allora (Z1,...,%,) € radice

del polinomio coniugato.

Osservazione 6.10. Dalla definizione precedente e dal fatto che il coniugio in C
fissa tutti e soli i numeri reali, seque che il polinomio f é uguale al suo coniugato
f se e solo se i suoi coefficienti sono tutti reali (a meno di un coefficiente di

proporzionalita complesso).

Quindi se f ¢ un polinomio a coefficienti reali e (z1,..., 2,) ¢ una sua radice

complessa, allora anche (Z7,...,Z,) ¢ una sua radice.

Poniamoci ora in P»(C); poiché R C C, abbiamo le seguenti inclusioni
A>(R) C P2(R) C P»(C).

Vorremmo ritrovare in Po(C) quei punti che sono anche punti di Ay(R) e di Po(R).
In P5(C) ad ogni punto ¢ associata una terna [(z1, 2, x3)], con (21, 22, 23) € (C?)*,
ad ogni retta 'equazione ax; + bxy +crs = 0 con (a,b,c) € (C3)* e definiti a meno

di un fattore di proporzionalitd non nullo.

Definizione 6.11. Un punto P € Py(C) si dice reale se nella classe di proporzio-
nalita di coordinate che lo rappresenta esiste almeno una terna (xq,x2, x3) formata

da numert reali. Si definisce immaginario altrimenti.

Definizione 6.12. Una retta r € Po(C) si dice reale se nella classe di propor-
zionalita di terne di coefficienti (a,b,c) che la rappresenta ne esiste almeno una

reale. Si definisce tmmaginaria altrimenti.
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Se P = [(x1, 72, 73)] & un punto di P,(C), il punto coniugato ¢ P = [(Z1, 73, 73)).
Ser : axi+brytcrs = 0éunaretta di Py(C), la retta coniugata é 7 : ax;+bxo+cas = 0

e contiene tutti e soli i punti coniugati dei punti di 7.
Proposizione 6.13. In Py(C) valgono le sequenti proprieta:
(a) un punto P ¢ reale se e solo se P = P;
(b) una retta r ¢ reale se e solo se r =T;

(c) una retta r immaginaria contiene uno ed un solo punto reale, che é l'inter-

sezione di r con la sua coniugata;
(d) la retta che congiunge due punti immaginari e coniugati é reale.
Dimostrazione.

(a) Sia P = [(x1, %2, x3)] con z1, 29,23 € R. Allora z; = T; per i = 1,2, 3, quindi

P=P.
Viceversa se P = [(x1, 22, x3)] con, ad esempio, x; # 0. Supponiamo che
P =P. Siha
=[] G 6)))
T T x
per cui

i) ) xIs3 T3
— == e —=(—=).
T T T Ty
Quindi 22, % € R, percio P é reale.
x1) X1
(b) La dimostrazione ¢ analoga.

(c) Sia r una retta immaginaria. Allora r # 7. Quindi, se P = r N7, allora, a

norma dell’Osservazione (6.9), risulta:

P=(rnr)=7Nr=P"P,

quindi P é reale.

Se poi la retta r contenesse un altro punto reale P’, distinto da P, poiche
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nel piano proiettivo reale (come anche in quello complesso che lo contiene)
per due punti distinti passa una e una sola retta (reale), tale sarebbe la retta

rt(P,P') =r

Siano P e P due punti immaginari e coniugati. Per ipotesi P # P. Se r
¢ la retta 1t(P, P), allora, sempre per I’Osservazione (6.9), 7 = rt(P, ?) =
rt(P, P) = r. Anche in questo caso, I'unicita della retta reale per P segue dal
fatto che due rette reali hanno in comune un punto reale nel piano proiettivo

reale e dunque anche nel piano complesso.
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Capitolo 7

Curve algebriche reali di Py(C)

Definizione 7.1. Una curva algebrica reale del piano proiettivo complesso
Po(C) ¢ una classe di proporzionalita di polinomi omogenei di R[xq,x9,23]. Se

F(x1,x9,23) & un rappresentante della curva, ’equazione
F(x17$27x3) = 07

si dice equazione della curva. Il sottoinsieme € di Po(C) costituito dai punti le
cui coordinate proiettive omogenee soddisfano l’equazione della curva viene detto

il supporto della curva.

Per semplicita, si denotera una curva algebrica con il simbolo % che indica il

suo supporto, talvolta identificandola con esso.

Definizione 7.2. La curva € si dice riducibile se il polinomio F(x1,xq,x3) €

fattorizzabile in un prodotto di polinomi, cioe :
F(xy, 29, 73) = Fi(21, 29, 23)" ... Fy(21, 19, 23)"™.
St hanno dunque h curve €1,...,%,, definite dalle equazioni
Fi(xy,29,23) = 0,..., F(x1, 29, 23) = 0,

contate tq, ..., t, volte, rispettivamente.

Le curve 61, ...,%, st dicono le componenti della curva € .

Osservazione 7.3. Poiché il polinomio F(x1,xq,x3) & omogeneo, per ogni A € C,
st ha

F()\l’l, )\.1'2, )\fﬂg) = )\nF(.Tl, Ta, ]3'3),

125
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dove n ¢ il grado di F', detto ordine della curva algebrica.
- Sen =1, allora F(x1,x9,23) =0 ¢& del tipo
axy + bxy + crs = 0,
ctoé una retta reale,

- sen =2, allora F(x1, 29, x3) & un polinomio omogeneo di secondo grado nelle
indeterminate x1,xo,x3, cioé una forma quadratica a coefficienti reali. € si

dice allora conica,
- sen =3, st ha una cubica,
- sen =4, st ha una quartica,

e cosi via...

1 Intersezioni di una curva con una retta

Siano r una retta di Po(C) di equazione axq+bxy+cxrs = 0 e € una curva algebrica
reale definita da F'(xq, 29, 23) = 0. Le intersezioni tra r e ¢ sono date dal sistema
F(xtha CC?)) - O
ary +bre +cr3 =0 "’
la cui equazione risolvente avra grado n e, nel campo complesso, avra n soluzioni,
contate con la dovuta molteplicita: ciascuna di tali soluzioni determina un punto
P di intersezione, contato con la corrispondente molteplicita, che viene detta la
molteplicita d’intersezione in P di € con r. Si conviene di porre tale molteplicita
uguale a 0 per ogni punto @ € r \ € e oo per ogni punto di r nel caso si abbia

rC%.

4. L’ordine di una curva algebrica reale € coincide con il numero det
Teorema 7.4. L’ordine d lgeb le € d l d
punti comuni a € e ad una generica retta del piano, non componente €, a patto

di contare le intersezioni in Py(C) e con la dovuta molteplicita.
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Quindi 'ordine di € é una sua proprieta geometrica. Come tale non dipende
dalla scelta di una base dello spazio vettoriale R3, che determina un particolare
sistema di coordinate proiettive omogenee in Py(C) polinomio che rappresenta la
curva: cambiando riferimento il polinomio F' cambiera ma restera invariato il suo

grado.

2 Punti semplici e punti singolari

Sia % una curva algebrica di ordine n del piano proiettivo complesso. Sia r una
retta qualsiasi passante per un dato punto P . L’intersezione r N % ¢ data da n
punti. Alcuni di essi possono coincidere con P: cio dipende dalla retta scelta, ma

puo dipendere anche da P.

Definizione 7.5. La molteplicita mp(€) di una curva € nel punto P € P,(C)
e il minimo delle molteplicita di intersezione in P di € con r, al variare di r tra

tutte le rette del fascio di centro P.

La molteplicitda di % in P ¢é nulla se e solo se il punto non appartiene alla
curva.

Se P € €, allora la molteplicita della curva € in P é
1 <mp(¥) <n,
dove n ¢ l'ordine di €.

Definizione 7.6. Un punto P € € si dice semplice se mp(€) = 1, si dice
singolare o multiplo se mp(€¢) > 1. In particolare se mp(€) = 2, il punto ¢é

detto doppio, se mp(€) = 3 triplo.

Teorema 7.7. Un punto P di una curva € di equazione F(xy,x9,23) = 0 ¢

singolare per € se e solo se le coordinate proiettive di P sono autosoluzioni del

sistema
oOF __
% =0
E -0
3

dove g—fi ¢ la derwata parziale di F' rispetto a x;, per i =1,2,3.
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Esempio 7.8. Sia F (1,12, x3) = 223wy + 2315 + 217073, Allora

oF 5 o
= 4$1$2 + x93, _— = 2%1 + X3 + 2123,

—_— = 22329 + T1T3.
83;1 8%2

O
Osservazione 7.9. Se l'ordine di F' é n, allora le deriwate parziali hanno grado

(n — 1), per cui il sistema (7.2.1) non é in generale lineare.
Teorema 7.10. Sia € una curva di ordine n. Allora:
(a) € non puod avere punti (n + 1)-upli;

(b) se € ha un punto P n-uplo, € ¢ riducibile nell’'unione di n rette passanti

per P, contate con la dovuta molteplicita;

(c) se P €€ ¢ un punto semplice, esiste una ed una sola retta t passante per P
tale che almeno due delle n intersezioni t NE€ sono riunite in P. Tale retta

si chiama retta tangente a € in P ed ha equazione

6—F x—ira—F x—ira—F r3 =0
8$1P1 31:2P2 81'3}33—'



Capitolo 8

Coniche reali in Py(C)

Applichiamo alle coniche le proprieta delle curve algebriche.

Sia % una conica reale, cioé¢ una curva algebrica reale del secondo ordine di P (C).
Essa é rappresentata quindi da un’equazione omogenea di secondo grado a coef-
ficienti reali nelle variabili (complesse) 1, 9, z3, ovvero da una forma quadratica

reale ¢ : R® — R3
€ anxf + 2a12x129 + a22x§ 4+ 2a13123 + 2093273 + a33x§ =0.
% ¢ la chiusura proiettiva di
€' anx® + 20192y + asoy® + 2a13x + 2a93y + ass = 0.

La conica % dipende da sei coefficienti reali, definiti a meno di un fattore di pro-
porzionalita non nullo, per cui dipende da 5 coefficienti essenziali. Quindi per 5
punti passa in generale una conica di Py(C) (che é univocamente determinata se

al piu tre di essi sono allineati).

Rappresentazione matriciale.

Sia ¢’ una conica di equazione ) 7, a;jz;z; =0 esia A la matrice simmetrica

a1 G12 A13
A = Q12 Q22 Q23
13 Q23 (33
e sia
T
€r = 9
T3

129
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Allora % ha equazione matriciale
¢ : xlAx =0.

Dalle proprieta che valgono in generale per una curva algebrica si deducono

subito alcune semplici proprieta delle coniche:

Proposizione 8.1. Una conica & sempre intersecata da una retta in due punti,

che possono essere:
e reali e distinti — retta secante;
e reali e coincidenti — retta tangente;
e immaginart e contugati — retta esterna.

Proposizione 8.2. Una conica é riducibile se e solo se contiene una retta. In tal

caso si distinguono le sequenti possibilita:
o ¢ =rUs, rette reali e distinte;
e ¢ =rUr, rette reali e coincidenti;
e ¢ =rUT, rette immaginarie e coniugate.
Una conica non possiede punti tripli e, se ha un punto doppio, allora (cfr.

Teorema (7.10)) si spezza in due rette, contate con la dovuta molteplicita.

1 Classificazione proiettiva delle coniche

La classificazione proiettiva delle coniche reali nel piano proiettivo complesso si ri-
conduce sostanzialmente a distinguere tre tipi di coniche, distinti in base al numero

di punti doppi da esse posseduti (0, 1 oppure infiniti): vale infatti il seguente

Teorema 8.3. Se € ¢ riducibile in due rette distinte allora € ha esattamente un
punto doppio.
Se € ¢ riducibile in due rette reali e coincidenti allora € ha almeno due punti

doppz.
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Definizione 8.4. Una conica puo essere:
e generale, se non ha punti doppi;
e semplicemente degenere, se ha uno e un solo punto doppio;
e doppiamente degenere se ha ool punti doppi.

Teorema 8.5. Data la conica € di equazione ' Ax = 0, con A = AT, sia q la

forma quadratica associata. Allora

1. € ¢ generale se e solo se detA # 0, se e solo se (R3, q) ¢ uno spazio quadratico

regolare;

2. € e semplicemente riducibile o degenere se e solo se rgA = 2, se e solo se

dim(R3)+ = 1;
3. € ¢ doppiamente degenere se e solo se rgA = 1, se e solo se dim(R3)* = 2.
Tale distinzione ¢ indipendente dalla scelta della base in R3.
Dimostrazione. Sia
€ : F(x1,72,73) = a7 + 201270172 + a9075 + 20137173 + 20937273 + azzrs = 0.

P é un punto doppio per & se e solo se le sue coordinate sono autosoluzioni del

sistema
OF __
@ =0
(8.1.1) 9 —0
oF 0
o =
cloé

a11T1 + a12T9 + A13T3 = 0
(812) 1221 + A22X9 + A23T3 = 0
a13T1 + a3%2 + azzrz =0

Si ottiene quindi il sistema Axz = 0, lineare omogeneo che ha come matrice dei
coefficienti la matrice di €. Si noti che tale sistema costituisce (per il Teorema
3.21) un sistema di equazioni cartesiane per il radicale dello spazio quadratico

(R?,q). Per la teoria dei sistemi lineari:
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(a) detA # 0 se e solo se esiste solo la soluzione banale, se e solo se non ci sono

punti doppi, se e solo se la conica ¢ generale;

(b) rgA = 2 se e solo se ci sono oo! soluzioni proporzionali, se e solo se ¢’¢ un

unico punto doppio, se e solo se la conica é semplicemente degenere;

(c) rgA =1 se e solo se ci sono infiniti punti doppi (tutti allineati), se e solo se

la conica ¢ doppiamente degenere.

Per concludere la dimostrazione, si noti che, se in R? si sceglie una nuova base,
a cui corrisponde una matrice di cambiamento di base M, la matrice della forma
quadratica ¢ associata alla conica si trasformera nella matrice M*AM, congruente
ad A, quindi con lo stesso rango: del resto avevamo gia osservato in (Cap. 3,
par. (2.1)) che la dimensione del radicale di una forma quadratica ¢ un invariante
geometrico, cio¢ indipendente dalla base (cfr. Teorema (3.21), e questa proprieta
ha il suo riscontro, nel contesto della teoria delle coniche, nell’invarianza proiettiva
(cioé, indipendenza dalla base scelta in R3) del tipo di conica relativamente al

numero di punti doppi. O]

La dimostrazione del precedente teorema giustifica anche la seguente

Osservazione 8.6. Se la conica € ¢ degenere, allora i suoi punti doppi corrispon-
dono ai vettori di R® che compongono il radicale (R®)* della forma quadratica q

di R? associata alla conica €.

2 Tangenti condotte da un punto ad una conica

Definizione 8.7. Una retta r si dice tangente ad una conica € se l'intersezione
rN% e un punto semplice P e la molteplicita d’intersezione in P di € conr &2

(ovvero, come si usa dire, il punto P & contato due volte in r NE ).

Se () ¢ un punto qualsiasi del piano, vogliamo determinare quante sono le

tangenti che si possono condurre a % da @) e le loro equazioni. Siano

€ : xTAx =0, con A= AT,
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Q= [(levx2Q7x§)] =z

Scriviamo 'equazione della generica retta r passante per () e imponiamo che rN%é
sia un punto contato due volte, cioé che I'equazione risolvente r N % (di secondo
grado) abbia due soluzioni reali e coincidenti.
Retta r:

xr = \z + px?,
cioé

r1 = Az + um?

To = >\22 + ILLxQQ )
T3 = Az3 + ux?,Q

dove z = [(z1, 29, 23)] sono le coordinate proiettive omogenee di un generico punto
dir.

rNg:
{ xlAx =0

IR cont:= pu/A

Sostituiamo l’espressione di z nella prima equazione:
(z +te)TA(z +tx9) =0

2T Az +t((x9)T Az + 27 Ax?) + 2 (29) T Az° = 0

(8.2.1) (29T Ax?) 4+ 2t(2T Ax?) + (2T Az) = 0

Abbiamo cosi ottenuto un’equazione di secondo grado in %, le cui soluzioni danno
i valori del parametro che, sostituiti nelle equazioni parametriche di r, forniscono
i due punti r N %.

Si deve ora imporre che 'equazione (8.2.1) risolvente del sistema r N % abbia due
soluzioni reali e coincidenti; dobbiamo cioé¢ imporre che il discriminante di (8.2.1)
sia nullo.

Si perviene in questo modo all’equazione (sostituendo z con x)
(8.2.2) (2" Ax?)? — ((29)" Az9) (" Ax) =0

che caratterizza tutti e soli i punti di coordinate proiettive @& che appartengono

alle rette per ) che hanno due intersezioni con % riunite in un punto solo, cioé
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tangenti a €.
L’equazione (8.2.2), di secondo grado, a coefficienti reali, nelle variabili 1, xq, 3
rappresenta a sua volta una conica che, come puo verificarsi direttamente, ha @

come punto doppio, ed €& quindi costituita da una coppia di rette uscenti da Q).

e Se la conica % ¢ irriducibile, si conclude che da @) escono due tangenti a &,
la cui equazione complessiva ¢ (8.2.2). Tali tangenti possono essere:
(a) reali e distinte: diremo allora che @) ¢ esterno a %’
(b) immaginarie e coniugate: diremo allora che @) ¢ interno a ¢;

c¢) reali e coincidenti, se e solo se () appartiene a %.

()

Infatti se Q € €, cio¢ se (x%9)T Ax? = 0, Pequazione (8.2.2) diventa
(2" Ax9)? = 0

e rappresenta quindi la tangente a € in (), contata due volte.

La retta per () € € tangente a ¥ ha dunque equazione
() TAz =0

Osservazione 8.8. Avevamo gia determinato per una curva algebrica reale

lequazione della tangente in un suo punto semplice QQ, data da:

8—F x+a—F :c+a—F z3 =0
alel angZ 8133@3_.

3 . L.
Se F(xy,x9,13) = Zi,j:l a;jz;x;, allora tale equazione coincide con quella
che abbiamo appena ottenuto, che, a sua volta ammette la scrittura equiva-

lente

T Az = 0.

e Se la conica ¥ é riducibile, semplicemente degenere, e () un punto del pia-
no diverso dal suo punto doppio V', I'equazione (8.2.2) rappresenta la retta

rt(Q, V) contata due volte: questa infatti ¢ I'unica retta uscente da ) che
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incontri % in due punti coincidenti.

Diremo anche in questo caso (pur essendo V' un punto doppio) che rt(Q, V)
¢ la tangente (unica) a ¢ per il punto Q.

Se Q € ¢, in particolare, nell’equazione (8.2.2) risultera (z%)TAz? = 0,
per cui la retta rt(Q,V) avra equazione: (z%)TAx = 0 (come nel caso €
irriducibile), che rappresenta stavolta una delle due rette (distinte) in cui si

spezza la conica.

e Se la conica € ¢ riducibile, doppiamente degenere,...

3 Polarita indotta da una conica

3.1 Relazione di coniugio

Definizione 8.9. Data la conica’® : =" Az = 0 e dati due punti P = [(29, 29, 29)]

e Q= [(42,99,49)], diciamo che P ¢ coniugato di Q rispetto a € se

T _
xy Ay, =0,
avendo posto

0 0
L1 Y1
_ 0 _ 0
Lo= | Lo | Yo = | Y2
0 0
T3 Ys

Osservazione 8.10. Equivalentemente possiamo dire che i vettori &y e y, sono
ortogonali rispetto alla forma quadratica q indotta da A, in (R3,q) (si noti che, se
o L Yy, lo stesso vale per ogni coppia di vettori proporzionali rispettivamente ad

xo e ad y,).

Osservazione 8.11. Se P ¢ coniugato di Q) rispetto a una conica €, allora @) é

coniugato di P rispetto ad essa, cioé la relazione di coniugio & simmetrica, infatti:

5 Ay, = (25 Ayo)" = yg Azo.
Esempio 8.12. Sia € la conica di equazione

€ : 20* 4+ 20y — 1y  + 65 —1=0
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e siano P = (0,1), @ = (3,2). Verifichiamo che essi non sono coniugati rispetto
ab.
Poiché

[ 2.%? + 20129 — 2% + 62123 — ZB% =0,

la matrice di € ¢

o

I
OIS N
ol ~

—_
| o w
—_

Si ha quindi

[\)
—_
w
w

xpAyg =10 1 1]

[u—
|
—_
[a)
[\]

=940
30 111

Per cui P e QQ non sono coniugati rispetto a € .

3.2 Polarita rispetto a una conica generale

Dato un punto P = [(29, 29, 29)] e fissata una conica ¢ : x’ Az = 0, vogliamo

determinare tutti i punti di Py(C) che sono coniugati di P rispetto alla conica €.
Sia g = [(x¥ 2§ 29)]. Tutti e soli i punti & = [x; z» 3] coniugati di P rispetto

a € sono quelli le cui coordinate proiettive soddisfano 'equazione

T
x, Az =0,
cioé
x1
0 .0 .0 _
(2] x5 x3]A| 2o | =0.
T3

Tale equazione ¢ una equazione lineare in x1, z9, x3, quindi ¢ ’equazione di una
retta (in (R?, ¢) risulta un piano vettoriale, precisamente il complemento ortogonale

<xo>"1). Essa si riduce ad una identita solo se
(o7 25 a3l A =0 0 0],

cioé , trasponendo

ACEQ = O,
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ossia

0 0 0
a11T] + a1225 + a1373

0 0 0
A12%7 + Q22T + A23T3

0 0 0
Q1377 + A23%5 + A33T3

cioé P & autosoluzione del sistema
Ax =0,

se e solo se P é un punto doppio per la conica, se e solo se solo se x appartiene al

radicale di R®. Abbiamo cosi dimostrato il seguente

Teorema 8.13. Data la conica € di equazione ¥ Ax = 0, il luogo dei punti

0,0 ,.0

coniugati del punto P = [(27, x9,x3)] & una retta, a meno che P non sia un punto

doppio per € ; in tal caso i punti di Py(C) sono coniugati di P rispetto a € .

Dunque se € é una conica generale, possiamo definire la funzione

P — X
T ,
P= (el — (P

dove m(P) ¢é la retta dei punti coniugati di P, detta retta polare di P e ha
equazione x} Az = 0. L’applicazione 7 si dice polarita ed ¢ una biiezione tra &
e Z (cosi come la relazione di ortogonalita in (R?,¢) ¢ una biiezione che scambia

rette vettoriali con piani vettoriali, se ¢ é regolare.)

Teorema 8.14 (Legge di reciprocita). Data una conica € generale e dato un

punto P sia p = 7(P) la retta polare di P rispetto a €. Allora
(a) se S € p, la polare di S passa per P;
(b) set ¢ una retta per P, il suo polo appartiene alla retta p.

Teorema 8.15. Sia € una conica generale e sia 7 la polarita che essa induce.

Allora
Pe¥ < Pen(P).

In tal caso w(P) ¢ la retta tangente a C in P.
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Dimostrazione. Sia P = [(29,29,23)], rappresentato dal vettore xy, e sia € la

conica di equazione £7 Az = 0. Allora 7(P) ¢ la retta
xi Az =0

e la condizione &l Azy = 0 ¢ la condizione di appartenenza di P a € e anche di
appartenenza di P alla sua retta polare.
Abbiamo poi visto che se P € € e ¢ un punto semplice, allora 'equazione zl Az = 0

¢ uno dei modi di esprimere la retta tangente a 4 nel punto P. O]

Osservazione 8.16. I Teorema precedente si puo riformulare anche nei sequenti

3

termini: & é isotropo in (R°, q), spazio quadratico regolare, se e solo sex = <x >+

Ci chiediamo se sia possibile caratterizzare geometricamente la polarita nel

caso in cui P non appartenga a %

Teorema 8.17 (Caratterizzazione geometrica della polarita). Sia ¢ una
conica generale di equazione *' Az = 0 e sia m la polarita da essa indotta. Con-
sideriamo un punto P non appartenente a €. Allora la polare di P ¢é la retta

congiungente i punti di contatto con € delle due tangenti a € condotte da P.

Dimostrazione. Siano t; e ty le due tangenti condotte da P alla conica % e siano
Ty e Ty i rispettivi punti di tangenza. Poiché ¢; ¢ la polare di T} e P € t;, allora
P ¢é coniugato con T;. Analogamente si ha che P é coniugato con 7. Quindi T} e
T, appartengono alla polare di P, pertanto essa coincide con la retta passante per

Tl (§ TQ. ]

Definizione 8.18. Due rette si dicono contugate rispetto a una conica € quando

["una contiene il polo dell’altra.

Osservazione 8.19. Due piani vettoriali di R? sono ortogonali rispetto alla forma

quadratica q quando ['uno contiene il complemento ortogonale dell’altro.
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Vogliamo ora determinare il polo di una retta data.
Il polo di una retta r & il punto R tale che w(R) = r (ricordiamo che 7 & biiettiva).
Usiamo il Teorema di Reciprocita: fissiamo due punti distinti P e () sulla retta r
e consideriamo le polari di questi punti p = 7(P) e ¢ = 7(Q). Le rette p e ¢ sono
distinte, quindi poniamo R := pNgq. Allora il punto R é coniugato sia di P che di
@, percio P e @) appartengono alla polare di R, dunque R ¢é il polo di r.

4 Fasci di coniche

Definizione 8.20. Siano ¢, : x'Aix =0 e € : x'Asx = 0 due coniche
distinte in Py(C). Si dice fascio di coniche individuato da €, e 6 la totalita

delle coniche di Po(C) la cui equazione é combinazione lineare delle equazioni di

Cgl € ng.'
F : MzTAyz) + p(x" Ayz) = 0, con (A, ) # (0,0),
equivalentemente
QZT(/\Al + ﬂAg)w = 0.

Le coniche 61 e €5 si dicono coniche base o generatrici del fascio.

Scriveremo anche F (61, %5).

Osservazione 8.21. Se €] e €, sono due coniche distinte qualsiasi del fascio
F(61,62), allora

T (€], 6,) = F(61,%).
In altre parole un fascio ¥ di coniche é determinato da una qualsiasi coppia di

coniche distinte di . .

Osservazione 8.22. Vogliamo determinare la natura delle coniche di F (6, %5).
Se P € €1N%s, allora, siccome le coordinate di P soddisfano entrambe le equazioni

che rappresentano le due coniche, si ha, per ogni A\, € R :
MxP)T Ayx? + p(x2) T Ayz” =0,

cioé¢ P appartiene a tutte le coniche di F(6),%5) (dunque la natura delle coniche

di F dipende anche dall’intersezione €1 N 6). Ci sono due possibilita:
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e ¢ N6, contiene una retta r, quindi €, e 6> sono degeneri, e ci saranno
altre due rette s ed s' (eventualmente coincidenti con r) tali che € =rUs,
G =ruUs’.

Se poniamo P := sN s, ogni conica del fascio é riducibile nella retta r e in

un’altra retta del fascio di rette di centro P.

e 61N%6 ={A,B,C,D} , cioé¢ 4 punti, contali con la dovuta molteplicita.
Sia €, N 6y. Questi punti si chiamano punti base del fascio.

Ogni conica del fascio passa per i punti base.

Ci chiediamo quante sono le coniche che passano per un ulteriore punto F,
distinto dai precedenti.

Sia £ = (2F 2% xF). Imponiamo alla generica conica di .# il passaggio per E:
MxP)T Ajx? + p(x)T Ay = 0.

Otteniamo una equazione in A e u lineare e omogenea, quindi abbiamo una classe
di soluzioni non banali e proporzionali [(),77)], per cui la conica di .Z (%), %)
passante per A, B,C, D, E ¢é unica.

Dunque per ogni punto del piano, diverso dai punti base, passa una e una sola

conica del fascio.

Proposizione 8.23. Sia € una conica di Po(C) passante per i quattro punti base

del fascio F (61,%,). Allora € € F(61,%6).

Dimostrazione. Siano A, B,C, D i punti base di .%(%),%,). Sia % una conica
tale che A, B,C,D € % e sia P un ulteriore punto di ¥. Poiché¢ P ¢ € N %,
esiste una e una sola conica € del fascio . (%}, %,) tale che P € €. D’altra parte

A,B,C,D € €, perché sono i punti base di .7 (%}, %,). Ma allora
A B,C,D,Pc¥€NE.

Per 5 punti passa una e una sola conica, quindi € = %. [l
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Proposizione 8.24. In un fascio di coniche che non siano tutte riducibili, le
coniche riducibili sono al pit tre. In ogni caso nel fascio esiste sempre almeno una

conica riducibile (reale).

Dimostrazione. La generica conica di .# (%1, %>) ¢ individuata dalla matrice sim-
metrica AA; + pAs e la sua riducibilita dipende dal det(AA; + pAs) (polinomio
di terzo grado omogeneo in A e p, a coefficienti reali). Esso in C ha tre coppie di
radici, ma poiché ¢ di grado dispari una di esse ¢ certamente reale. Quindi in .#

ci sono al piu tre coniche riducibili reali e almeno una conica riducibile reale. [

Tipi di fascio e coniche degeneri
Consideriamo qui il caso di un fascio di coniche che non siano tutte riducibili: ne
distinguiamo i vari tipi in funzione dei 4 punti base e ne determiniamo le coniche

riducibili.

e ¢ N %, = 4 punti base distinti: A, B,C, D.

Le coniche degeneri sono
rt(A, B) Urt(C, D), rt(A,C) Urt(B, D), rt(A, D) Urt(B,C).

Il fascio si puo ottenere come combinazione lineare di due di queste coniche

degeneri (piu facili da determinare).

e ¢1N%y, =3 punti A, B,C, dove A ha molteplicita 2.
Le coniche %] e %5 passano per A e hanno in A la stessa retta tangente ¢ 4.
Si parla allora di fascio di coniche tangenti perché tutte le coniche del
fascio passano per A e hanno in A retta tangente ¢ 4.

Le coniche degeneri sono

taUrt(B,C), rt(A, B) Urt(A, C).

e ¢ N %y, =2 punti A, B, ciascuno con molteplicita 2.
Cioé 6, e %, passano entrambe per A e B e ammettono in quei punti le

stesse rette tangenti: t4 e tg. Ogni conica di .% passa per A e per B e ha
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per tangenti in quei punti le rette t4 e tg. Il fascio si dice fascio di coniche
bitangenti.

Le coniche degeneri sono

taUtp, rt(A, B) Urt(A, B).

e ¢ N%, =1punti A, B, dove A ha molteplicita 3.
Le coniche %7 e %5 passano per A e hanno in A retta tangente ¢4 con contatto
triplo. Si parla di fascio di coniche osculatrici: ogni conica passa per A
e ha come tangente in A la retta t4.
La conica degenere ¢

taUrt(A, B).

e ¢1N % = {A}: un unico punto con molteplicita 4.
Un tale fascio si dice fascio di coniche iperosculatrici.
La conica degenere ¢

taUta

La teoria dei fasci di coniche & utile per determinare I’equazione di una conica

a partire dai punti di passaggio o dalle rette tangenti.

Esempio 8.25. Determiniamo [’equazione della conica € passante per P = (0, 1),
Q= (1,1), R = (v/2,0) e tangente in O = (0,0) alla rettar di equazione x4y = 0.
La conica € appartiene al fascio di coniche tangenti ad v in O e passanti per P, Q).

Le coniche degeneri di questo fascio sono
r4+y=0Urt(P,Q), rt(O, P) Urt(0, Q).
Determiniamo tali rette:
rt(P,Q) : y—1=0, rt(O,P) : = =0, rt(0,Q) : y—x=0.
Per cui il fascio F ¢é dato da

Mz +y)(y —1) + pa(y — ) = 0.
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Imponiamo il passaggio per R = (v/2,0):

AV2)(=1) + pv2(=v2) = 0,

da cui /5
AV2
W2 —-2u=0 = p=-="
Siccome X e p sono parametri omogenei possiamo porre A = 1 e di consequenza
W= —‘/75, pertanto la conica richiesta ha equazione

(z+y)y—1)— %ﬁm(y—m) =0,

a conti fatti

V222 + xy(2 — V2) + 2y% — 22 — 2y = 0.

5 Classificazione affine delle coniche generali

Consideriamo ora quelle nozioni relative alle coniche che assumono significato
quando si consideri fissata, nel piano proiettivo Py(C), la retta impropria, e quindi
si considerino distinti I'insieme dei punti propri (piano affine) e I'insieme dei punti
impropri (retta impropria). Le nozioni e le proprieta che derivano allora dal con-
siderare particolari relazioni con gli elementi impropri, verranno dette nozion:i e

proprieta affini delle coniche.

Definizione 8.26. Sia € una conica generale e siano P e Q le sue intersezioni
con la retta impopria di Po(C). La conica si dice ellisse se P e ) sono immaginari
e coniugati, parabola se P e () sono reali e coincidenti, tperbole se P e () sono

reali e distintu.
Osservazione 8.27. In altre parole la parabola é tangente alla retta impropria.
Ci chiediamo come riconoscere affinemente la conica nota la sua equazione:
€ - CLH.I% + 2@121’1I‘2 + CLQQ.CL’% + 2(113I1.T3 + 2@231321’3 + aggl’g = 0.

Studiamo il sistema € N 7ra:

Y

1172 + 2419219 + Q2972 + 26137105 + 20937975 + asz3ri = 0
1 2 3
r3 =20
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cioe
CLHZE% + 2@121‘1[['2 -+ CLQQI’% =0
T3 = 0

dobbiamo quindi studiare le soluzioni dell’equazione di secondo grado
2 9 2 _
a117 + 2a100129 + A92T5 = 0.
Per cui

e se a2, — ajjay > 0, allora I'equazione ha due soluzioni reali e distinte, per
12 ) )

cui la conica ¢ un’iperbole;

® se al, —aj1az = 0, allora I'equazione ha due soluzioni reali e coincidenti, per

cui la conica & una parabola;

® sc a%z — ajag < 0, allora 'equazione ha due soluzioni immaginarie e coniu-

gate, per cui la conica ¢ un’ellisse.
Abbiamo cioé dimostrato il seguente
Teorema 8.28. Data la conica
C : anat 4 20197175 + 75 + 20137173 + 20937573 + azzra = 0,

st ha che

® a0y —aly <0 < € ¢& unliperbole;

® aj1ay —ay =0 <= % ¢é una parabola;

® ayiay —aly >0 < € ¢ un'ellisse.

Osservazione 8.29. Consideriamo la matrice della conica € :

11 Q12 Aa13
A = Q12 Ag22 (23
@13 Aag23 a33

Il rango di A da informazioni sulla riducibilita della conica, mentre il determinante

ailz a2
Q12 Qa2

da informazione sul tipo affine di €.

del minore
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Osservazione 8.30. Passiamo dalla conica data € alla conica
' 2 2
€ 11Ty -+ 2@121‘11’2 -+ 22Ty = 0.

La conica €' ha gli stessi punti impropri di €, passa per il punto [(0,0,1)] ed é

riducibile. Quindi

e ¢ ¢ un’iperbole se e solo se €' & una coppia di rette reali e distinte, passanti

per [(0,0,1)];

e ¢ ¢ una parabola se e solo se €' ¢ una coppia di rette reali e coincidenti,

passanti per [(0,0,1)];

e & ¢ un’ellisse se e solo se €' & una coppia di rette immaginarie e coniugate,

passanti per [(0,0,1)].

5.1 Centro, diametri, asintoti

Data una conica % e considerata la polarita m da essa indotta in IPy(C), definiamo

i seguenti elementi:

Definizione 8.31. Si dice centro di una conica generale € il polo della retta

IMpropria.

Osservazione 8.32. Se € ¢ una parabola il suo centro ¢ il suo punto improprio

(infatti € ¢ tangente alla retta impropria).

Definizione 8.33. La conica € si dice conica a centro se il suo centro ¢ un

punto proprio (per cui € & un’ellisse o un’iperbole).
Definizione 8.34. Un diametro per € ¢ una retta passante per il centro.
Equivalentemente un diametro ¢ la retta polare di un punto improprio.

Definizione 8.35. Gli asintoti di una conica a centro sono le tangenti a € nei

suot punti impropri

Osservazione 8.36. Gli asintoti sono polari di punti impropri, per cui Sono

diametri e, come tali, passano per il centro della conica.
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Dunque gli asintoti sono le rette che congiungono il centro di € con i suoi

punti impropri. Poiché il centro ¢ un punto proprio e reale, si ha
e ¢ ¢ una iperbole se e solo se ha due asintoti reali e distinti;
e ¢ ¢ una ellisse se e solo se ha due asintoti immaginari e coniugati.

Vogliamo ora determinare analiticamente questi elementi. Consideriamo la conica

% di equazione:
2 2 2
¢ a1 + 2a192T129 + A22T9 + 2&131’1[E3 + 2&231‘21’3 + 33Tz = 0.

Centro. Dobbiamo determinare il polo della retta impropria. Scegliamo due punti
impropri comodi e ne scriviamo le polari. Otterremo il centro C' come intersezione
di queste due rette.

Consideriamo i punti impropri Xo, = [(1,0,0)] e Yo = [(0,1,0)]. Le rette polari

Sono:
T 15
10 0] A o | =0 e 010 A x9 | =0,
xIs3 T3
che danno:

polare di X : apizi+asxstaisrs =0, polare di Yo : a1ox1+a9rs+taszxrs =0,

per cui
o a1121 + a19T2 + a13r3 = 0
A19T1 + A22X9 + A93T3 = 0

Osserviamo che se il determinante del minore

ai; Q12
Q2 Qa2
¢ nullo, allora C' ¢ improprio perché le due rette sono parallele; infatti tale condi-

zione & proprio quella che caratterizza la parabola:
2
11022 — Q19 = 0.

Per trovare il centro di &, se % € una parabola, bastera trovare il punto improprio

di una di queste due rette (parallele).
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Diametri. Si tratta di determinare ’equazione di una qualsiasi retta passante per

C, cioé una retta del fascio di sostegno C"
Ma11 + 1222 + a1323) + p(a1221 + agns + axrs) =0,

con (A, 1) # (0,0). Oppure, siccome un diametro é la retta polare di un punto
improprio [({,m,0)], con (I,m) # (0,0), si pone

x
I m 0] A | zo | =0,

I3
da cui ancora
l(allxl + a19r9 + CL13333) + m(algxl + a99r9 + 6623333) = 0.
Asintoti. Sia C' = (zg, ) il centro di €.
Se C' = (0,0) abbiamo gia visto che I’equazione complessiva delle rette che con-
giungono [(0,0, 1)] con i punti impropri di € ¢
CLHZL‘% + 261,12£L'1[E2 -+ CLQQI’% =0.

Altrimenti, I’equazione complessiva degli asintoti diventa

a11(z — 20)* + 2a12(x — 20) (Y — yo) + ax(y — yo)* = 0.

Infatti questa & 'equazione di una conica con punto doppio (zg, ) e avente gli
stessi punti impropri di €, per cui é I'equazione degli asintoti.
Le direzioni degli asintoti si ottengono invece imponendo al generico diametro di

contenere il proprio polo, cioé
I m 0A | m|=0,

sviluppando

&11[2 -+ 2&12[771 + (122771,2 =0.

Proposizione 8.37. Se P € €, allora anche il simmetrico P' di P rispetto al
centro C & un punto della conica. Inotre le polaritp etp di P e P’ rispettivamente

sono parallele.

Infatti sono polari di punti appartenenti a uno stesso diametro d, per cui

passano per il polo di d che ¢ un punto improprio.
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6 Proprieta metriche delle coniche

Procediamo a questo punto ad un secondo livello di specializzazione nello stu-
dio delle coniche: dopo aver introdotto e studiato le nozioni e le proprieta affini
considerando le relazioni delle coniche con il piano affine reale e complesso, in-
troduciamo ora nel piano affine reale Ay(R) la struttura di piano euclideo Eo(R)
attraverso il prodotto scalare euclideo definito su R? che permette di trattare le
nozioni di distanze, angoli e ortogonalita; tale struttura metrica del piano affine
reale ¢ strettamente collegata con una particolare coppia di punti immaginari e
coniugati del piano proiettivo complesso appartenente alla retta impropria: i punts

ciclict del piano che ora introdurremo.

6.1 Circonferenze generalizzate di Py(R)

Definizione 8.38. S chiama circonferenza generalizzata una conica di equa-

z10ne
(8.6.1) € . k(2% + 23) + avyw3 + broxs + cri = 0, k,a,b,c € R.

Esaminiamo ora, al variare dei parametri coinvolti, la natura della curva,
come sempre considerando I"ampliamento complesso Po(C) del piano proiettivo
reale; osserviamo subito che le circonferenze generalizzate sono delle particolari

coniche perché sono definite da un’equazione omogenea di secondo grado.
k = 0. In questo caso ’equazione (8.6.1) diventa
x3(axy + by + cx3) = 0,

pertanto la curva si spezza nell’'unione di due rette, di cui almeno una ¢ la

retta impropria z3 = 0.

k # 0. Poiché i coefficienti sono assegnati a meno di un fattore di proporzionalita
possiamo supporre k = 1. Cominciamo col determinare i punti impropri
della conica €. Risolvendo il sistema

r? + 13 4 axr 3 + broxs + cxs =0
T3 = 0



6. PROPRIETA METRICHE DELLE CONICHE 149

si determinano i due punti immaginari e coniugati I, = [(1,4,0)] e Jo = [(1, —1,0)],

che pertanto sono comuni a tutte le circonferenze generalizzate.

Definizione 8.39. I punti I, = [(1,7,0)] e Jo = [(1,—1,0)] si chiamano
punti ciclici di Po(C). Le rette di Po(C) che passano per i punti ciclici si

chiamano rette isotrope.

Ora che abbiamo determinato i punti impropri di € possiamo proseguire lo

studio di (8.6.1) passando alle coordinate affini:
2? + 9%+ ax + by +c= 0.

Addizionando ad entrambi i membri la quantita a®/4 + b?/4 e raccogliendo i
quadrati si ottiene I'equazione

2 b\ 2 2 2
(8.6.2) (x+g> +(y+§) S A

Distinguiamo ora tre ulteriori casi.

1. Se a?/4+1b?/4—c > 0 I'equazione (8.6.2) rappresenta una circonferenza
del piano affine reale euclideo il cui raggio ¢ dato dal valore positivo
della radice quadrata del termine a?/4 + b?/4 — ¢, e le coordinate del

centro sono (—a/2,—b/2).

2. Se a*/4+b*/4—c = 0 l'equazione (8.6.2) puo essere riscritta nella forma

(o3 ) ee-ooe3) -

e quindi rappresenta una coppia di rette immaginare e coniugate il cui
punto di intersezione ¢ C' = (—a/2,—b/2), unico punto reale di € (cir-
conferenza di raggio nullo). Si noti che le due rette r; ed ry in cui
si spezza la conica ¥ hanno come direzioni i punti ciclici del piano,

pertanto sono rette isotrope.

3. Se a?/4 + b*/4 — ¢ < 0 lequazione (8.6.2) rappresenta una circonfe-
renza di centro reale C' = (—a/2,—b/2), ma a punti completamente

immaginari.
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Abbiamo gia osservato che le circonferenze generalizzate sono coniche che
intersecano la retta impropria nei punti ciclici. Tale fatto in effetti ¢ una caratte-

rizzazione delle circonferenze generalizzate, come mostrato nella seguente

Proposizione 8.40. Le circonferenze generalizzate sono tutte e sole le coniche di

Py (R) che passano per i punti ciclici.
Dimostrazione. Una implicazione ¢ gia stata dimostrata. Supponiamo allora che
2 2 2
€ - a1y -+ 22T + 2@12%11’2 —+ 2(11333'11’3 -+ 2(12333'2373 -+ az3ls = 0

sia una conica che passa per i punti ciclici I, = [(1,4,0)] e Joo = [(1,—1,0)]. Allora

le coordinate di tali punti devono verificare I’equazione di %, dunque

a1 — Qoo + 22@12 =0
a11 — Q22 — 2iG12 =0.

Ricordando che gli a;; sono numeri reali le equazioni del precedente sistema si

traducono nel seguente
ajp — ag =0
a1 = Oa

ertanto, avendo posto ay; = agy =: k, la conica € ha equazione
Y Y
2 2 2
k‘(l‘l + 172) + 2(1131’11‘3 + 2&231’2!E3 + az3ls = 0,

ovvero ¢ una circonferenza generalizzata. ]

6.2 Assi e vertici

Definizione 8.41. Un diametro si dice asse per una conica € se é ortogonale al

proprio polo.
Teorema 8.42. Sia € una conica generale. Allora:

(a) se € ¢ a centro ha esattamente due assi, a meno che tutti i suoi diametri

siano assi: in tal caso € € una circonferenza;

(b) se € ha due assi, essi sono tra loro ortogonali;
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(¢) se € ¢ una parabola, essa ha solo un asse (proprio).
Dimostrazione.
(a) Sia
Cg . CLH[E% + 2@12I1[E2 + CLQQI% + 2&131’}@3 + 2&231‘21’3 + aggl'g =0.

Determiniamo l’equazione che da la direzione degli assi. Consideriamo il

generico diametro, dato da
l(a1171 + 1272 + a1373) + m(aar1 + azrs + axirs) = 0,

(I,m) € R% (I,m) # (0,0). Imponiamo che tale diametro passi per il punto

[(—m,1,0)], direzione ortogonale a [(I,m,0)]:
l(a11(=m) + a1l + a3 - 0) + m(a12(—m) + agnl + azs - 0) = 0,

da cui

a12l2 + (a22 — an)lm — a12m2 = 0.

Questa equazione caratterizza le direzioni degli assi. Poiché

A = (as — a11)? +4ai, > 0,
avremo sempre due assi reali e distinti, a meno che

az —ap; =0 € apz =0,
ma allora ’equazione degli assi diventa
01? 4+ 0lm + 0m? = 0,
cioe ogni diametro ¢ asse e € é una circonferenza, essendo ass = a1 € ajp = 0.
(c) Per la parabola si ha aj1a20 = a?,, per cui

A = (ag — &11)2 + 461%2 = (ay; + Cl22)2,
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quindi le radici sono

b —(ag — ai) £/ (an + as)?

m 2@12 ’

cio¢ L e 222, Sostituendo questi due valori nell’equazione dei diametri,

12 a2
otteniamo le equazioni degli assi: se [ = —agy € m = aq9, si ha
(a1l + a1am)z1 + (@12l + agem)za + (a13l + aggm)zs = 0, - x3 = 0.

Dunque la parabola ha un solo asse proprio.
Oppure: poiché la parabola ¢ tangente alla retta impropria in C,, basta
considerare la polare del punto improprio ortogonale a C,,, per avere ’asse

(proprio) della parabola.

(b) Sia a un asse di € e sia D, il polo di a. Detto d il diametro ortogonale ad
a, si ha che il polo di d & un punto improprio. Poiché d passa per D, il suo
polo ¢ un punto della retta a, per il Teorema di Reciprocita. Allora il polo
di d ¢ il punto improprio di a, quindi d ¢ ortogonale al proprio polo. Dunque

d ¢ il secondo asse di € e i due assi sono ortogonali.

Definizione 8.43. Si dicono vertict di una conica le intersezioni proprie della

conica con i propri assi.

Proposizione 8.44. Sia V' un vertice per €. Allora la tangente in V a € ¢ a

retta passante per V' e ortogonale all’asse su cui si trova V.

Dimostrazione. Sia ty la retta tangente in V' alla conica %e sia a 1’asse cui appar-
tiene V. Allora a ¢ la retta polare di D.,. Per il Teorema di Reciprocita, la polare

di V passa per D, ma tale polare e ty, perché V € €. [l
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6.3 Forme canoniche per coniche generali

Abbiamo visto che una conica a centro % ha esattamente due assi, siano essi a;
ed ay. Se € é una parabola essa ha un solo asse a e sia V' il vertice, con tangente
ty. Mediante rotazioni e traslazioni, ¢ possibile assumere come assi del sistema di

riferimento:
- ay,as per coniche a centro,
- a,ty per le parabole,
e pervenire rispettivamente alle seguenti forme:
- ax? + By? = 7, con «, 3,y non nulli;
- ar? =y oz = a'y?, con o, non nulli.

Si ottengono le equazioni:

Jox 3 2._ 7 2._ 7 ]
e se 1, 2 >0, poniamo a®:= L e b = 4, ber cui

' B
AT . . .
€ po + 7= 1, ellisse a punti reali;
: 2. _ 2. _ :
e se >0, % < 0, poniamo a* := 1 e b := —%, per cui
22 g
s 1, iperbole con asse trasverso 1’asse z;
a
: 2. _ 2. -
e se 2 <0, § >0, poniamo a° := —2 e b* := %, per cui
y?
€ i 1, iperbole con asse trasverso ’asse y;
a
: 2. _ 2. :
® se %,% < 0, poniamo a* := —1 e b* 1= —%, per cui
22y
C - - 2 1, ellisse e punti immaginari.
a
Nel caso della parabola:
o y = ax? parabola ad asse verticale;

o 7 =o'y’ parabola ad asse orizzontale.
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6.4 Iperbole equilatera

Definizione 8.45. Un’iperbole si dice equilatera se i suoi asintoti sono ortogo-

nali.

Teorema 8.46. Una conica generale € ¢ un’iperbole equilatera se e solo se una

sua equazione in un riferimento cartesiano fissato soddisfa la condizione
ajr + ag = 0.

Dimostrazione. ‘="’ Sia % una iperbole equilatera. Consideriamo ’equazione

che da la direzione degli asintoti:
(863) CLHZQ + 2&12[7’” + a22m2 = 0.
Si presentano due casi.

I caso ags = 0, quindi I'equazione diventa a1l + 2a12lm = 0. Quindi una coppia di
soluzioni & (0, 1), per cui un asintoto ha parametri direttori (0, 1), cioé Y.
Poiché l'iperbole ¢ equilatera la direzione dell’altro asintoto & (1,0), cioé¢ X

e quindi anche (1,0) ¢ soluzione di (8.6.3), cio¢ a;; = 0, dunque

ay + az = 0.

IT caso ag # 0, allora I = 0 non ¢ soluzione di (8.6.3). Possiamo allora dividere per
1%

m m 2
ay + 2a127 + ag <T> = 0.

Le due radici t; e t5 di tale equazione sono i coefficienti angolari degli asintoti,
che, per ipotesi, sono ortogonali: ¢1t5 = —1. D’altra parte il prodotto delle
radici di una equazione di secondo grado ¢ il rapporto tra il termine noto e

il coefficiente direttivo, cioé

aii
tth = — = —1, e a1 + 99 = 0.
a22
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Teorema 8.47. In una iperbole equilatera gli asintoti sono le bisettrici degli angoli

formati dagli assi.

Dimostrazione. Non é restrittivo porre 'iperbole in forma canonica:

.132 y2

L’iperbole ¢ equilatera se e solo se a1 +ags = 0, cioé 1/a®>—1/b? = 0, ossia a* = b%.

Dunque 'equazione canonica di un’iperbole equilatera, riferita agli assi, &

Il centro di € ¢ [(0,0, 1)], per cui 'equazione complessiva degli asintoti &
=y’ =0 — (z+y)(z—y) =0,
cioé gli asintoti sono
r+y=0 e x—y=0.

Queste due rette sono le bisettrici degli assi del sistema di riferimento, per cui sono

le bisettrici degli assi della conica. O]

Un una iperbole equilatera anche i due asintoti sono fra loro ortogonali, per
cui possiamo scrivere ’equazione dell’iperbole equilatera riferita agli asintoti, cioé
in cui I'asse x e I'asse y sono gli asintoti di €. 1l fascio di coniche bitangenti all’asse

x nel suo punto improprio e all’asse y nel suo punto improprio €
F o oxyxe + k‘x% =0,

da cui

xy+k=0.

6.5 Fuochi e direttrici

Definizione 8.48. Si dice fuoco di una conica generale € ogni punto F di Po(C)
tale che le tangenti per esso a € sono le rette isotrope passanti per F.

La polare di un fuoco F si chiama direttrice di € (coniugata a F).
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Osservazione 8.49. Le rette isotrope passanti per un punto P sono le rette che
congiungono P con i punti ciclici I = (1,i,0) e J = (1,—1,0). Se P = (xq, o)

allora tali rette sono
rt(P, 1) : y—yo=i(z— xg), rt(P,J) : y—yo=—i(x — xo).

Osservazione 8.50. Se F' ¢ un fuoco allora F ¢ interno a € perché le tangenti a

% condotte da F' sono immaginarie e coniugate.

Vogliamo vedere quanti sono i fuochi di una conica.
Sia % una conica a centro, che non sia una circonferenza generalizzata. Quindi ¢
non passa per i punti ciclici e non ¢ tangente alla retta impropria. Mandiamo da
I la tangenti ry ed r} e da J le tangenti ro ed 74 alla conica €. Poiché i punti I e

J sono coniugati, si ha che:

ro =T1 e ry =1}

Le intersezioni a due a due di queste due rette danno i fuochi di %. Essi sono
Fi =rmnNr=rnNnrmn = K é reale

F, =riNry=riNr] = F, éreale

_ I 2 0 o —_—

Fs =riNry=riNry e Fy =riNrg=rNr
—> Fj, F; sono immaginari e coniugati.

Dunque se € ¢ una conica a centro e non € una circoferenza generalizzata ha 4

fuochi. Di essi due sono reali e due immaginari e coniugati.

Sia % una circonferenza generalizzata. Allora I,.J € €. Per determinare i fuochi
dobbiamo comunque condurre le tangenti da I e da J alla conica €. Siano r; e o
le tangenti a € in I e J rispettivamente. Poiché [ e J sono coniugati, le due rette
sono immaginarie e coniugate. F' = r; N77 ¢ un fuoco reale, ma r; e 77 sono le
tangenti a % nei suoi punti impropri, percio sono asintoti. Dunque F' ¢ il centro

della circonferenza.
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Sia ora % una parabola. Madiamo le tangenti a % dai punti I e J.
Le tangenti condotte da [ sono la retta impropria e ina retta propria immaginaria ¢;
le tangenti condotte da J sono la retta impropria e una retta propria ¢, immaginaria

e coniugata di t. Dunque F' =t Nt ¢ I'unico fuoco reale di €.

Osservazione 8.51. [ fuochi reali di una conica appartengono sempre a uno dei

SUO0L GSSI.

7 Esercizi sulle coniche

Esempio 8.52. Studiare la riducibilita della conica
€ : 32° +ay+ 62+ 2y =0.

La matrice della conica é

3 1/2 3
A=1{1/2 0 1
31 0

FEssa ha determinante detA = 3/2+3/2 — 3 = 0, per cui non é generale. Poiché

)

e non singolare, il rango di A ¢ 2. Allora € ¢ semplicemente riducibile. Determi-

1l minore

niamo il punto doppio P.
1l sistema che da © punti doppi ¢ Ax = 0, cioe

31’1 + 1/2$2 + 35(?3 =0
(871) 1/21‘1+0I2+1I3 =0 s
3ZE1 + 1ZE2 +OZL‘3 =0

da cui
T3 = 1/233'1
(872) To — —31'1 s
Vxl

quindi P = [(z1, —3z1, —1/221)] = [(—2,6,1)] ¢ i punto doppio di €. Determi-
niamo ora le equaziont delle due rette r ed s in cut st spezza la conica.

Si puo effettuare la fattorizzazione in modo diretto:

302 +ay+61+2y = 3x(v+2)+y(v+2) = (Br+y)(z4+2) = € : (Ba+y)(x+2) =0,
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quindi

Oppure si ricava una delle due variabili in funzione dell’altra:

— 6+ 6)2 —24
3x2+$y+6x+2y=0, T = (v+ \/(g+ ) y)

Risulta
_ w46+ -6
6 )

da cuil

r=—2 e x=—y/3.

Un altro metodo consiste nel trovare © punti impropri As € By di € e congiungerli

con il punto doppio P.

(8.7.3)
ENra - 327 + 1wy + 615 + 2053 = 0 N x1(3x1 +22) =0 7
per cut il sistema st spezza nei due sistemi
Ty = 0 To = —3.131
(8.7.4) {x?,:o U {xgzo ,

che hanno rispettivamente soluzione As = [(0,1,0)] € By = [(1,—3,0)]. Per cui
le due rette cha passano per P = (—2,6) e aventi come parametri direttori Ay, e
By, sono, nell’ordine:

r=-2 e y = —3x.
Esempio 8.53. Studiare la conica
€ 2+ ky? — (1+6k)y+ 9k =0

al variare del parametro k.

Vediamo la riducibilita. Consideriamo la matrice della conica

10 0
k
0 -6k g

Poiché
(1+ 6/€)2 e 12k

4 4 ’

detA = 9k% —
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allora detA = 0 se e solo se k = —1/12.

Per k = —1/12, la conica é riducibile e poiché il minore

v-[38]

ha determinante k = —1/12 # 0, il rango di A ¢é 2. Quindi € ¢é semplicemente

riducibile. Determiniamo le rette in cui si decompone:

1 -1 1
Py = [ 1+6— 9(—— ) =
T (+ )T\

1 1 9
2__2__ _
T VA TR

122° — (y +3)* =0,

per cut le due rette hanno equazion:
V12 +y+3=0 e V12z —y -3 =0.

Per k # —1/12 la conica ¢ generale e il determinante di M ¢é k. Quindi se k > 0,
allora € ¢ un’ellisse; se k < 0, € ¢ una iperbole e se k =0 € ¢ una parabola.
Studiamo la conica che si ottiene dando al parametro k il valore —1/3.
Per tale valore di k sappiamo che € & un’iperbole. Essa ha equazione
€ - xQ—%yQ%—y—?):O.

Poiché ajq + age =1 —1/3 # 0, liperbole non é equilatera.
Determiniamo centro, asintoti, assi e vertici.
Centro. Si ha

€ xf—%x%—i—xﬂg—i’)x%:o

oF 5 or 2 N
— =2z — =—-Is+x

da cui il sistema

(8.7.5) { 201 =0

—%l‘g‘f‘l‘g:o ’

quindi C' = [(0,@,%@)} = [(0,1,%)] = [(O,%,l)}. Asintoti. L’equazione

complessiva degli asintoti e

ap(z — x0)? + 2a19(z — 20)(y — o) + ax(y — yo)* = 0,
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dove (xg, o) sono le coordinate del centro, quindi

@—Of%<y—g)20,—%aﬁ:i$§<y—g).

Vediamo un altro modo per determinare le equazioni degli asintoti: determiniamo-
ne le direzioni Ay, e Bs attraverso i punti impropri di €. Gli asintoti sono le due
rette aventi talt direziont e passanti per il centro.

I parametri direttori degli asintoti sono dati da

ainl?® + 2a2lm + asom? = 0, dunque

1 1
P—-m?>=0 — l=+—m.
3 V3
Percio As = [(1,V/3,0)] e = [(1,—+/3,0)] e gli asintoti hanno equazioni
3
—5= +,V3(z — 0).

Assi.  L’equazione che da le direzioni degli assi € la sequente:
apl?® + (a2 — ar1)lm — ajgm® = 0,
che da Im = 0. Pertanto le direzioni degli assi sono
[(0,m,0)] =[0,1,0] = Y e [(1,0,0)] = [1,0,0] = Xw.
L’iperbole ha dunque assi paralleli all’asse x e all’asse y, di equazioni
a; - y=3/2, ay :x=0.

Vediamo quale dei due assi & asse trasverso determinando i vertici di €. Vertici.

Risolvendo il sistema

z=0
(8.7.6) {xQ_%y2+y_3:O
st ottengono le soluzioni

3+ +v9— 36

z =0, Y= 5

L’asse trasverso ¢ y = 3/2 e i vertici si ottengono intersecando con € :

3
Yy=13
(8.7.7) {xQ_%yQJF a0

Yy
Le soluzioni sono V| = (%, %) e Vo = (—%, %)
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Esempio 8.54. Determinare la generica conica passante per i punti A = (0, 1),
B =(2,0), C = (1,1) e tangente alla retta di equazione x —y = 0.

1l punto C appartiene alla retta data, per cui le coniche che cerchiamo sono tutte
e sole le coniche del fascio . di coniche tangenti in C' alla rettate :x—y=0c¢e
passanti per in punti A e B.

Per scriverne [’equazione utlizziamo le coniche degeneri:
te Nrt(A, B), rt(A,C) Nrt(B, C).
Le equazioni di tali rette sono
tc : x—y=0, rt(A,C) : y=1,
rt(A,B) @ o +2y—2=0, rt(B,C) : x+y—2=0.

infatti

rt(A, B) = det[g:g g:} } =—x—2@y—1)=0,

2—-1 0-1

Quindi il fascio ha equazione

rt(B,C) = det{x_1 y_l}:—(x—l)—(y—l):().

F AN —y)z+2y—-2)+puly—1)(z+y—2)=0
0, con un solo parametro ‘‘non omogeneo’’:
(x—y)(z+2y—2)+k(y—1)(z+y—2)=0.

Variante: determinare 'iperbole equilatera passante per A = (0,1), B = (2,0),
C = (1,1) e tangente alla retta di equazione x —y = 0.
Una volta determinato il fascio, si deve imporre la condizione ayqy + ass = 0. A

conti fatti l’equazione del fascio F ¢
F oyl + k) +y*(k—2) —o(k+2) +y(2 —3k) + 2k = 0.
Per cut st impone che 1 + k —2 =0, da cut k = 1. La conica richiesta ¢ dunque
42y —y* —3x—y+2=0.

Per esercizio: studiare questa iperbole, trovando centro, asintoti, assi e vertici.
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Esempio 8.55. Scrivere I'equazione della conica tangente alla parabola y = 22

nei punti in cui essa interseca la retta di equazione y = 3 e passante per il punto
P = (3,0). Successivamente riconoscere la conica trovata.

Detti A e B 1 punti di intersezione tra la parabola e la retta y = 3 e dette ta e tp
le rispettive tangenti alla parabola, la conica che cerchiamo appartiene al fascio di
coniche bitangenti in A a ta e in B atg. In questo caso per generare il fascio é

utile considerare la parabola y = x* e la retta y — 3 = 0, contata due volte. Per cui
F o (a? —y) +k(y—3)*=0.
Imponiamo il passaggio per P = (3,0):
9+k(0—-3)2=0, dacui k=—1.
La conica richiesta e
(22 —y) —(y—3)*=0, owero € : 2> —y*+5y—9=0.
La sua matrice é
2 -9
ed ha determinante 9/4, per cui € non é riducibile. Infine siccome
aj; +axp=1-1=0,

allora € ¢ un’iperbole equilatera (con gli assi paralleli all’asse x e all’asse y).
Esempio 8.56. Scrivere ’equazione di una conica:

(a) avente centro in [(0,0, 1)];

(b) avente centro in [(0,0,1)] e passante per P = (1,1);

(c) avente centro in [(0,0,1)], passante per P = (1,1) e avente come retta

tangente in P larettatp : x4+ y = 2.
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(a) Consideriamo la generica equazione di una conica

(b)

(c)

2 2 2
C  anxy + 20127179 + agr; + 20130123 + 20237223 + agzrs = 0.

Le coordinate del centro C' si ottengono dal sistema

1171 + a12%2 + a3z =0
12T + 9279 + 23,3 — 0

Imponendo che esso abbia soluzione [(0,0,1)] si ottiene

— a3 = a = 0.

a1 -0+ap-0+az3-1=0
aj2-0+agp-0+a3-1=0

Dunque ’equazione di una conica con centro in [(0,0,1)] & del tipo
anT; + 20157179 + anows + azzrs = 0.
Imponiamo il passaggio per P = (1,1). Si ottiene:
a11 + 2a12 + age + aszz =0,
da cui azs = —(a11 + 2a12 + az), quindi

2 2 2
anxi + 2a19T1 29 + agew; — (@11 + 2a12 + age)rs = 0.

Anche il punto P', simmetrico di P rispetto a C' & un punto della conica €
e la retta t'p, simmetrica di tp rispetto al centro C' quindi ad essa parallela,
¢ tangente a tutte le coniche del fascio. Quindi € appartiene al fascio di
coniche bitangenti in P alla rettatp e in P' alla rettat)s. Le coniche degeneri

sono la retta rt(C, P) contata due volte e tp Ntp. Le loro equazioni sono:
rt(C, P) : y==x, tp : v+y—2=0, tp : v+y+2=0.

1l fascio F ha quindi equazione

(z+y—2)(z+y+2)+k(z—y)?> =0 — 2*(1+k)+2zy(1—k)+y*(1+k)—4 = 0.

Osserviamo che la retta vt(C, P), che é un diametro, é perpendicolare a tp,

quindi la coniche che abbiamo ottenuto hanno per assi la retta rt(C, P) e
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la retta passante per C' e ortogonale a tp. Dunque P e P’ sono vertici di
queste coniche. Avremmo percio potuto anche tmporre alla generica conica
di centro C' = (0,0) che avesse come direzioni degli assi (1,1,0) e (1,—1,0),

c1oé nell’equazione
l + 2 — l - 2 2 = 0
a19 ((1,2 CLH) m a19Mm

imporre il passaggio per (1,1,0) e (1,—1,0):

a1z + (agg —asr) —a;p =0 - a2 = a1y
cioe

ai2 — (Cl22 - Cln) —app=0" Q22 = a11
Quindi
€ aux% — 20192129 + anxg + as3 = 0.
Imponiendo il passaggio per (1,1) si ottiene azs = —2(ay1 + aia), percio

a11($% + x% — 2) + a12(2x1x2 — 2) =0.

Le coniche generatrici del fascio sono x* + y?> = 2, circonferenza di centro

(0,0) e raggio \/2 e xy = 1, iperbole equilatera riferita agli asintoti.
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